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1 Einleitung

Ein wichtiges Problem der Graphentheorie ist das Farbbarkeitsproblem: Kann man
die Knoten eines Graphen G mit einer gegebenen Anzahl k an Farben so farben, dass
Knoten gleicher Farbe nicht durch eine Kante verbunden sind? Eine solche Farbung
heilt zuldssige k-Farbung von G und G heifit k-farbbar. In dieser Arbeit nennen wir
eine zulédssige Farbung kurz eine Fédrbung, da andere Farbungen fiir uns nicht von
Interesse sind. Die chromatische Zahl x(G) eines Graphen G ist die kleinste Zahl k,
fiir die G k-farbbar ist.

Fiir manche Klassen von Graphen kann man die chromatische Zahl relativ ein-
fach bestimmen. So ist zum Beispiel leicht zu zeigen, dass die chromatische Zahl
sogenannter Wiirfelgraphen® gleich 2 ist. Fiir diese Graphen wurden verschiedene
Verallgemeinerungen eingefiihrt. Eine Oberklasse bilden die Distanzgraphen!, die
durch Lovasz wiederum zu den sogenannten wiirfeldhnlichen Graphen' verallgemei-
nert wurden ([Lov75]). Diese Graphen sind auf derselben Knotenmenge wie Wiirfel-

graphen definiert, aber die Kantenmenge ist von bestimmten Parametern abhéngig.

Eine ganz andere Verallgemeinerung stellte Mulder vor ([Mul79]). Bei den sogenann-
ten (0, 2)-Graphen! ist die Knotenmenge nicht mehr vorgegeben. Stattdessen werden
zusétzliche Bedingungen an den Graphen gestellt, insbesondere an die gemeinsame

Nachbarschaft von je zwei verschiedenen Knoten des Graphen.

Einige Jahre lang vermutete man, dass die chromatische Zahl wiirfeldhnlicher Gra-
phen eine Zweierpotenz ist. Im Jahr 1990 konnte Payan jedoch einen 7-chromatischen
wiirfelahnlichen Graphen konstruieren. Gleichzeitig zeigte er aber, dass wiirfelahnli-
che Graphen zumindest nicht 3-chromatisch sein konnen. Daher vermutete er, dass

dies auch fiir endliche? (0,2)-Graphen gilt ([Pay92]). Seine Vermutung wird zusétz-

!Diese Begriffe werden in Abschnitt 2.1 eingefiihrt.
2In Abschnitt 2.1 diskutieren wir, warum wir uns auf endliche Graphen beschrinken.



lich gestiitzt von der Tatsache, dass bisher nur 1, 2, 4 und 5 als chromatische Zahlen
von endlichen (0,2)-Graphen bekannt sind.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit Payans Vermutung. Wir beweisen sie fiir
endliche planare (0,2)-Graphen. Wir werden jedoch sehen, dass diese nur eine klei-
ne Klasse von Graphen bilden. Dariiber hinaus beschéftigen wir uns mit der lokalen
Struktur endlicher (0,2)-Graphen und Eigenschaften von 3-Farbungen solcher Gra-
phen. Als wesentliches Resultat in diesem Zusammenhang sei zu nennen, dass alle
3-farbbaren endlichen (0,2)-Graphen sogenannte Rektagraphen sind, das heifit sie

enthalten kein Dreieck.

Da es ein starkes Indiz gibt, dass Gegenbeispiele zu Payans Vermutung existieren?,
besteht der Hauptteil der Arbeit in der Erarbeitung von Ideen zur Konstruktion

solcher Beispiele.

3Wir erldutern dieses Indiz ebenfalls in Abschnitt 2.1.



2 Grundlegende Begriffe

Nach einer kurzen Einfithrung der graphentheoretischen Grundbegriffe und Nota-
tionen stellen wir Wiirfelgraphen und ihre in der Einleitung genannten Verallgemei-

nerungen vor.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit einfachen, ungerichteten Graphen, kurz
Graphen. Dies sind Paare G = (V(G), E(G)), wobei V(G) aus einer beliebigen Ur-
menge stammt, also einer Menge von Elementen ohne innere Struktur, und E(G) ¢
(V(QG)) = {{u,v}:u # v e V(G)} eine beliebige Menge von zweielementigen Teil-
mengen von V(G) ist. Wir bezeichnen die Mengen V(G) und E(G) als Knoten-
beziehungsweise Kantenmenge. Die Knoten eines Graphen symbolisieren wir in Dar-
stellungen als kleine Kreise, die Kanten als Linien, meist Strecken. Ein Graph heifit

endlich, wenn seine Knotenmenge endlich ist. Ansonsten heif3t er unendlich.

Zwei Knoten u # v eines Graphen G heilen Nachbarn oder benachbart, falls sie durch
eine Kante miteinander verbunden sind, das heifit es gilt {u,v} € E(G). Mit Ng(v)
bezeichnen wir die Nachbarschaft von v in G, also die Menge der Nachbarn von v,
mit Ng[v] := Ng(v) w{v} die abgeschlossene Nachbarschaft von v in G. Der Grad
oder die Valenz eines Knotens v ist definiert durch dg(v) := |Ng(v)|. Haben alle
Knoten eines Graphen denselben Grad d, so heifit der Graph d-reguldr oder einfach

nur requldr.

Das Tupel (ug, u1, ..., u;) nicht notwendig paarweise verschiedener Knoten uy, . ..,y
heifit Weg der Ldnge | von ug nach u; in G, sofern die Mengen {u;_1,u;} fiir alle
i=1,...,1 Kanten von G sind. Gilt u; = ug, so nennen wir das Tupel (uy,...,u;)
Kreis der Linge | in G. Gibt es in GG zwischen je zwei verschiedenen Knoten v und v
einen Weg von u nach v, so heiit G zusammenhdingend. Mit dg(u,v) bezeichnen wir
den Abstand zweier Knoten v und v in G, also die Anzahl an Kanten eines kiirzesten
Weges von u nach v in G. Das Maximum aller Abstéande dg(u,v), betrachtet tiber

alle Knoten v und v von G, heifit Durchmesser von G, symbolisch diam(G).



2.1 Wiirfelgraphen und ihre Verallgemeinerungen

Fiir eine Menge U ¢ V(G) bezeichne G[U] den durch U induzierten Untergraphen
von G, definiert durch V(G[U]) :=U und E(G[U]) := {{u,v} € E(G): u,veU}. Ist
E(G[U]) = @, so nennen wir U eine stabile Menge in G. Ein Graph H mit V(H) =U
und F(H) ¢ E(G[U]) heiBt Untergraph von G, symbolisch H ¢ G. Fiir zwei Mengen
UW cV(QG) ist E(UW) = {{u,w}:ueUweW {uw}e F(G)} die Menge der
Kanten von GG mit einem Knoten in U und dem anderen in W. Die Vereinigung
G1UGsy zweier Graphen G und Gy ist definiert durch V(G1uGs) = V(G1)uV (Gy)
und E(G1UGy) = E(G1)UFE(G,). Sind die Knotenmengen von G und G5 disjunkt,

so verdeutlichen wir das mit der Schreibweise G v Gs.

2.1 Wiirfelgraphen und ihre Verallgemeinerungen

Definition 1 (Wiirfelgraph Q,,): Fir eine natiirliche Zahl n ist der Wiirfelgraph
Q. definiert durch V(Q,) = {0,1}" und E(Q,) = {{u,v}: dy(u,v) = 1}. Dabei ist
dy der Hamming-Abstand zweier 0-1-Vektoren gleicher Linge und zihlt die Posi-

tionen, in denen sie sich unterscheiden (vgl. [Ham50]).

Wie bereits erwéihnt, sind alle Wiirfelgraphen 2-chromatisch: Offenbar ist die Ab-
bildung x:V(Q,) — {0,1} mit x(v) :=dy(0,v) mod 2 eine 2-Férbung von Q.

Zu einem gegebenen Graphen kénnen wir einen Graphen auf derselben Knotenmenge
definieren, bei dem wir alle Paare von Knoten verbinden, die einen gewissen Abstand

voneinander haben.

Definition 2 (Distanzgraph Q,[di,...,d;]): Fir eine natirliche Zahl n und
eine Menge {dy,...,d;} natirlicher Zahlen ist der Distanzgraph Q,[dy,...,d;] defi-
niert durch V(Quldy,...,d;]) ={0,1}" und E(Q,[dy,...,d]) = {{u,v}: dg(u,v) €
{dy,....,d;}}.

Distanzgraphen stellen eine Verallgemeinerung von Wiirfelgraphen dar und wurden

selbst wieder verallgemeinert.

Definition 3 (Wiirfeldhnlicher Graph Q.,(S)) (vgl. [Lov75]): Fir eine natirli-
che Zahl n und eine Menge S < {0,1}" ~ {0} ist der wiirfelahnliche Graph @, (5)



2 Grundlegende Begrifte

definiert durch V(Q,(5)) :={0,1}" und E(Q,(S)) := {{u,v}: udveS}. Dabei ist
udv = (U ®vy,...,u, ®v,) die komponentenweise XOR-Operation, angewendet auf

die 0-1-Vektoren u und v.

Wie man sich leicht iiberlegt, lisst sich zu gegebenen natiirlichen Zahlen dy,...,d,
eine Menge S ¢ {0,1}"~{0} angeben, sodass Q,[d1,...,d;] = @,(S5) gilt. Dazu wihlt
man S = {v: dg(0,v) € {dy,...,d;}}.

Eine andere Verallgemeinerung von Wiirfelgraphen sind die (0,2)-Graphen, die wir

in etwas allgemeinerer Form definieren wollen.

Definition 4 ((0,A)-Graph) (vgl. [Mul79]): Sei A > 2 eine natiirliche Zahl. Fin
(0, M\)-Graph ist ein zusammenhdngender Graph, in dem je zwei verschiedene Knoten

genau 0 oder A gemeinsame Nachbarn besitzen.

Offenbar sind Wiirfelgraphen (0,2)-Graphen. Zwei Knoten u # v von @, haben
genau dann gemeinsame Nachbarn, wenn sie sich in genau zwei Positionen unter-
scheiden, das heifit es gilt u ® e; = v @ ¢; fiir geeignete Indizes ¢ # j. Dabei ist e, fiir
einen Index k € {1,...,n} der 0-1-Vektor, dessen k-te Komponente eine 1 ist und
sonst nur aus Nullen besteht. Die gemeinsamen Nachbarn von u und v sind dann

u®e; und u @ e;.

Payan konnte zeigen, dass es keine 3-chromatischen wiirfelahnlichen Graphen gibt.
Daher vermutete er, dass es auch keine endlichen 3-chromatischen (0,2)-Graphen
gibt ([Pay92]). Wahrend wiirfeldhnliche Graphen per Definition endlich sind, kénnen
(0,2)-Graphen unendlich sein. Wie Payan schon festgestellt hat, ist es nicht schwer,

einen unendlichen 3-chromatischen (0,2)-Graphen zu konstruieren:

[t

. Starte mit dem Graphen G = (N, @).

2: Flige die Kanten {1,2}, {2,3} und {3, 1} hinzu.

3: for1=4,5,6,... do

4:  Wihle zwei Knoten m < n mit |[Ng(m) n Ng(n)| =1 und n minimal.
5. Fiige die Kanten {m,i} und {n,i} zu G hinzu.

6

. end for

Man kann zeigen, dass der auf diese Weise konstruierte Graph G ein unendlicher 3-

chromatischer (0,2)-Graph ist. Dies soll jedoch nicht Bestandteil dieser Arbeit sein.

10



2.2 Eigenschaften von (0, \)-Graphen

Daher beschrinkte sich Payan bei seiner Vermutung auf endliche (0,2)-Graphen. Im

Folgenden sprechen wir nur noch von Graphen, wenn wir endliche Graphen meinen.

Goring fiihrte ein Indiz an, weshalb die Vermutung falsch sein kénnte ([Gor09]).
Abgesehen vom Zusammenhang ist die Eigenschaft, ein (0,2)-Graph zu sein, eine
lokale Eigenschaft. Die chromatische Zahl eines Graphen ist im Allgemeinen jedoch
nicht nur von der lokalen Struktur eines Graphen abhéngig. Zwar kénnen lokale
Bedingungen die chromatische Zahl nach unten beschranken, doch da Wiirfelgraphen
2-chromatische (0,2)-Graphen sind, kann diese untere Schranke nicht grofler als
2, also insbesondere nicht grofler als 3 sein. Daher ist es durchaus denkbar, dass
hinreichend groBe (0,2)-Graphen 3-chromatisch sein kénnen. Aus diesem Grund
beschiéftigen wir uns in dieser Arbeit zu einem groffen Teil mit der Konstruktion

moglicher Gegenbeispiele.

2.2 Eigenschaften von (0, \)-Graphen

In diesem Abschnitt stellen wir wichtige, hauptséchlich lokale Eigenschaften von

(0, A)-Graphen und insbesondere von (0,2)-Graphen vor.

Lemma 5 (Lokale Struktur von (0,A)-Graphen): Seien G ein (0,\)-Graph
und v ein Knoten. Dann ist G[ Ng(v)] von der Gestalt G[Ng(v)] = G1 v Ga, wobei
G1=(W,2) ein leerer Graph und Gy = (Va, E(G2)) ein A-reguldrer Graph ist.

Beweis: Wir setzen V; := {u € Ng(v): Ng(u) n Ng(v) = @} und V5 := Ng(v) N Vi
Per Definition gilt E(V}) = @ und es gibt keine Kante zwischen V; und V,. Sei u € V;
ein beliebiger Knoten. Dann besitzen v und v einen gemeinsamen Nachbarn, also
insgesamt genau A gemeinsame Nachbarn. Diese liegen in V5. Mit Gy := G[ V3] folgt
dg,(u) = A und damit die Behauptung. |

Folgerung 6: Seien G ein (0,2)-Graph und v ein Knoten. Dann ist G[ Ng(v)] von
der Gestalt G[Ng(v)] = (S,2) v Cj Ci,, wobei Cy, Kreise der Lange l; + 4 sind.
=1

Beweis: Wegen Lemma 5 ist G[Ng(v)] die disjunkte Vereinigung eines leeren Gra-
phen und eines 2-reguléren Graphen. 2-regulidre Graphen bestehen aus disjunkten
Kreisen. Wire einer dieser Kreise ein Kreis der Linge 4, dann besédflen gegeniiber-

liegende Knoten dieses Kreises mindestens 3 gemeinsame Nachbarn. [ ]

11



2 Grundlegende Begrifte

Satz 7: Seien G ein (0,2)-Graph und u,v zwei benachbarte Knoten. Dann gibt es zu

jedem Nachbarn v’ # v von u genau einen Nachbarn u' # w von v mit {u’,v'} € E(G).

Beweis: Sei v/ # v ein Nachbar von w. Dann besitzen v’ und v den Knoten u als
gemeinsamen Nachbarn. Demzufolge gibt es genau einen weiteren Nachbarn u’ von

v, der zu v’ benachbart ist. [

Korollar 8: Jeder (0,\)-Graph ist requldr.

Fiir einen direkten Beweis von Korollar 8 sei auf [Mul79], Proposition 1 verwiesen.

Aufgrund von Korollar 8 kénnen wir von der Valenz eines (0, A)-Graphen sprechen.

Satz 7 liefert eine bijektive Zuordnung der Nachbarschaft von u (ohne v) auf die

Nachbarschaft von v (ohne u). Wir erweitern diese auf die Knoten u und v.

Definition 9 (Nachbarschaftsbijektion): Seien G ein (0,2)-Graph und u,v zwei
benachbarte Knoten von G. Die Abbildung ®,,.: Ng(u) — Ng(v), definiert durch

v =,

(I)U,U(U ) - { u' o Ng(v) N NG(UI) = {u’ul}’

heifit Nachbarschaftsbijektion von v und v (in G).
Wir konnen die Knotenzahl eines (0, \)-Graphen sowohl nach unten als auch nach
oben abschétzen, sofern wir seinen Grad kennen.

Satz 10: Seien G ein (0,\)-Graph und d = d(G) seine Valenz. Dann gilt

dd-1) (L)
R
Beweis: siche [Mul80], Theorem 2.1.5 n

1

+@S|V(G)|S1+d+

Korollar 11: Seien G ein (0,2)-Graph und d = d(G) seine Valenz. Dann gilt

1+ (;l) < V(@) <24

12



3 Planare (0, \)-Graphen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass Payans Vermutung fiir sogenannte planare (0, \)-
Graphen korrekt ist. Dabei wird die Existenz von Dreiecken in solchen Graphen eine
wesentliche Rolle spielen. Wie wir aber sehen werden, ist die Klasse der planaren
(0, A)-Graphen sehr klein.

Definition 12 (Planarer Graph): Ein Graph G heifit planar, sofern eine injektive
Funktion m:V (G) — R? existiert, sodass fiir zwei verschiedene Kanten {uy, v} und
{ug,va} von G gilt: Schneiden sich die Strecken w(uy)m(v1) und w(ug)m(ve), dann

nur in einem der Punkte w(uy) oder w(vy) sowie einem der Punkte w(uy) oder w(vs).

Definition 12 ist nicht die originale Definition eines planaren Graphen, aber nach

dem Theorem von Féry ist sie dquivalent dazu ([Far4s)).

Zunéchst beweisen wir eine Aussage, die fiir alle (0, \)-Graphen erfiillt ist, deren

Nutzen fiir uns jedoch auf die planaren Graphen beschrinkt bleibt.

Satz 13: Die Valenz jedes 3-farbbaren (0,\)-Graphen, der ein Dreieck enthilt, ist
mindestens 2(A +1).

Beweis: Seien G ein (0, A)-Graph mit einer 3-Farbung und wuy, vy, w; Knoten mit
den Farben 1, 2 und 3, die ein Dreieck bilden. (Hinweis: Im Folgenden beschreiben
einige Knotennamen bereits die Farbe der Knoten: u; - Farbe 1, v; - Farbe 2 und
w; - Farbe 3.)

Die Knoten u; und v; besitzen w; als gemeinsamen Nachbarn. Daher existieren A—1

weitere gemeinsame Nachbarn ws, ..., w, (mit Farbe 3).

Die Knoten u; und w) besitzen v; als gemeinsamen Nachbarn. Daher existieren A—1

weitere gemeinsame Nachbarn vy, ..., vy (mit Farbe 2).

Die Knoten u; und vy besitzen w, als gemeinsamen Nachbarn. Daher existieren

13



3 Planare (0, \)-Graphen

A — 1 weitere gemeinsame Nachbarn z1,...,z, 1 (mit Farbe 3). Wir zeigen, dass es
einen Knoten wy,1 € {x1,...,2,_1} gibt, der keiner der Knoten wy, ..., wy_; ist. Dazu
fithren wir die Gegenannahme {xy,...,xy_1} = {wy, ..., wy_1} zu einem Widerspruch.
In diesem Fall besitzen die Knoten v; und v, mindestens A+1 gemeinsame Nachbarn:

uy sowie wy, ..., wy. Das ist nicht moglich, da G ein (0, \)-Graph ist.

Die Knoten u; und wy,; besitzen v, als gemeinsamen Nachbarn. Daher existieren
A — 1 weitere gemeinsame Nachbarn yi,...,yx_1 (mit Farbe 2). Wir zeigen, dass es
einen Knoten vy,1 € {y1,...,yn_1} gibt, der keiner der Knoten vy, ...,v,_1 ist. Dazu
fithren wir die Gegenannahme {y1,...,yx_1} = {v1,...,va_1} zu einem Widerspruch.

In diesem Fall besitzen die Knoten w) und w),; mindestens A+ 1 gemeinsame Nach-

barn: u; sowie vy,...,vy. Das ist nicht moglich, da G ein (0, A)-Graph ist.
Wir haben gezeigt, dass die Knoten vy, ..., vy und wy, ..., wy,1 paarweise verschie-
den sind. Daher gilt d(G) = d(u;) > 2(A+1). n

Folgerung 14: Kein planarer 3-firbbarer (0, \)-Graph enthdlt ein Dreieck.

Beweis: Diese Aussage folgt direkt aus Satz 13 und der Tatsache, dass es in einem

planaren Graphen stets einen Knoten mit Valenz hochstens 5 gibt. [

In Satz 19 werden wir induktiv zeigen, dass planare (0, \)-Graphen, die einen Kreis
ungerader Lange enthalten, auch ein Dreieck enthalten. Im Folgenden bereiten wir

den Induktionsschritt vor.

Beobachtung 15: Seien k > 5 eine ungerade Zahl, C} ein Kreis der Ldinge k
und u + v € V(Cy) zwei Knoten mit e := {u,v} ¢ E(Cy). Dann enthdlt Cy + e :=
(V(Cr), E(Cy)uw{e}) einen Kreis ungerader Linge | < k.

Wir definieren nun, was wir unter der [-ten Potenz eines Graphen verstehen.

Definition 16 (vgl. [Die06], Abschnitt 8.3): Seien G ein Graph und l eine natiirliche
Zahl. Dann ist die I-te Potenz von G, symbolisch G, definiert durch V(G') = V(G)
und E(GY) :={{u,v}: dg(u,v) <1}.

Wir wollen zeigen, dass das Quadrat eines Kreises C} mit ungerader Lénge k > 5

nicht planar ist. Dazu bedienen wir uns folgendes Hilfskonstruktes.

14



Definition 17: Sei X ein Graph. Dann ist MX die Menge aller Graphen G, fir
die eine Partition' von V(G) in |[V(X)| nichtleere Klassen V,, v € V(X), existiert,

sodass gilt:
1. Der Graph G[V,] ist fiir jedes x € V(X)) zusammenhdingend.

2. Es gibt genau dann eine Kante zwischen x und y in X, wenn es eine Kante

zwischen der Klasse V, und der Klasse V,, in G gibt.

Die Mengen V, heiflen in diesem Zusammenhang Verzweigungsmengen.

Proposition 18: Sei k > 5 eine ungerade natirliche Zahl. Dann gilt C? ¢ MKj.

Dabei ist K5 der sogenannte vollstandige Graph auf 5 Knoten, das heifst der Graph
mit |V (Ks)| = 5 und E(K;) = (V&9).

Beweis: Seien V(K5) = {1,...,5} und V(C?) = {v1,...,v}. Als Verzweigungs-
mengen setzen wir V; = {v1}, Vo = {vo}, V3 := {vs}, Vi = {vs,v6,..., 01} und
Vs == {vs,v7,..., 08}

Offenbar sind die Graphen C?[V;] zusammenhéngend und zwischen je zwei verschie-
denen Mengen V; und V; verlduft eine Kante. Daher gilt C? € M K. ]

Mit den in diesem Abschnitt bereitgestellten Aussagen konnen wir nun den letzten
Satz beweisen, der uns noch fehlt, um Payans Vermutung fiir planare (0,2)-Graphen

zu beweisen.

Satz 19: Enthdlt ein planarer (0,\)-Graph einen Kreis ungerader Linge, dann

enthdlt er auch ein Dreieck.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage induktiv iiber die (ungerade) Kreislinge k.
Der Induktionsanfang k = 3 ist trivialerweise erfiillt. Sei also G ein planarer (0, \)-
Graph mit einem Kreis (vy,...,vg,v1) ungerader Linge k > 5. Wir setzen vy := vy,
sowie vgyq = vy. Fiir jeden Index ¢ € {1,...,k} besitzen die Knoten v;_; und v,
den Knoten v; als gemeinsamen Nachbarn. Da G ein (0, A)-Graph ist und A > 2 gilt,

besitzen sie noch einen weiteren gemeinsamen Nachbarn w;.

Wir untersuchen zunéchst den Fall, dass ein Knoten u; zu dem Kreis (vy, ..., vy, v1)

gehort, also u; = v; fiir ein geeignetes 4 gilt. Der Knoten v; = u; ist ein Nachbar von

LM, ..., M,) heiBt Partition der Menge M, falls M = k@ M, gilt.
=1
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3 Planare (0, \)-Graphen

vj_1 und v;1, das heilt ey := {v;,v;1} und ey := {v;,v;41} sind Kanten in G. Wegen
u; # vj gilt ¢ # j. Daher konnen nicht beide Kanten e; und e; Kanten des Kreises
(v1, ..., v, v1) sein. Aufgrund von Beobachtung 15 enthélt G somit einen ungeraden

Kreis kleinerer Léange und die Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.

Seien die Mengen {vq, ..., v} und {uy, ..., ux} disjunkt. Nun betrachten wir den Fall,
dass u; = u; fiir geeignete Indizes i # j gilt. Die Knoten vy,...,v;-1,%;, Vi1, ..., U
bilden einen Kreis C” der Lénge k. Der Knoten u; = u; ist ein Nachbar von v;_; und
vj+1. Wegen i # j sind die Kanten f := {u;,v;_1} und fs := {w;, v;.1 } nicht beide Kan-
ten des Kreises €. Aufgrund von Beobachtung 15 enthélt G einen ungeraden Kreis

kleinerer Lénge. Anwenden der Induktionsvoraussetzung liefert die Behauptung.

Wir wollen den verbleibenden Fall, dass die Knoten vy,...,v; und uq,...,u; paar-
weise verschieden sind, zum Widerspruch fiithren. In diesem Fall ist der Graph H, ge-
geben durch V(H) = {vy,...,veu{uy,...,u} und E(H) = {{v;,vis1}:i=1,... k}u
H{us,via}i=1,... k}u{{u;,vis1}:1=1,...,k} ein Untergraph von G. Wir zeigen,
dass H nicht planar ist, denn dann ist offenbar auch G nicht planar. Dazu zeigen
wir, dass H € MC? gilt. Sei V(C?) = {1,...,k}. Als Verzweigungsmengen setzen
wir V;:={v;i1,u;},i=1,..., k. Die Graphen G[V;] sind offenbar zusammenhéngend
und es ist leicht zu sehen, dass zwischen zwei verschiedenen Mengen V; und Vj in
H genau dann eine Kante verlduft, wenn {i,j} eine Kante in C? ist. Damit gilt
H e MC?%, und wegen C? € M K5 (Proposition 18) gilt auch H e M K5 (vgl. [Die06],
Proposition 0.7.1), das heiit der Kj ist ein sogenannter Minor von H. Aufgrund
des Satzes von Wagner ist H nicht planar ([Wag37]) und damit auch G nicht. Das

widerspricht der Voraussetzung, das heifit dieser Fall kann nicht eintreten. [ ]

Nun koénnen wir zeigen, dass Payans Vermutung fiir planare (0,2)-Graphen kor-
rekt ist. Wir konnen die chromatische Zahl solcher Graphen sogar charakterisieren.
In Satz 21 zeigen wir aber, dass die Menge der Graphen, iiber die wir in diesem

Abschnitt sprechen, nicht allzu grof ist.

Folgerung 20: Sei G ein planarer (0, \)-Graph mit mindestens 2 Knoten und x(G)

seine chromatische Zahl. Dann gilt:

4 : @G enthdlt ein Dreieck,

G =
() {2 : G enthalt kein Dreieck.

Insbesondere gibt es keine planaren (0,2)-Graphen mit chromatischer Zahl 3.
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Beweis: Enthilt G ein Dreieck, dann gilt x(G) > 3. Nach Folgerung 14 kann G nicht
3-fiarbbar sind, also gilt x(G) > 4. Mit dem Vierfarbensatz (vgl. [Die06], Satz 4.1.1),
der besagt, dass jeder planare Graph 4-farbbar ist, folgt y(G) = 4.

Wir betrachten noch den Fall, dass G kein Dreieck enthélt. Dreiecksfreie planare
Graphen sind stets 3-farbbar ([Gro59]). Da G nicht nur planar, sondern auch ein
(0, A\)-Graph ist, kénnen wir hier jedoch mehr zeigen. Nach Satz 19 enthélt G keinen
Kreis ungerader Linge. Daher ist G 2-farbbar (vgl. [Die06], Proposition 0.6.1). Da
G mindestens eine Kante besitzt, ist G nicht 1-farbbar und es folgt x(G) =2. =

Wie wir am Beweis von Folgerung 20 sehen konnen, geniigen uns Folgerung 14
und Satz 19, um Payans Vermutung fiir planare (0,2)-Graphen zu beweisen. Eine
naheliegende Frage ist daher, ob sich diese beiden Aussagen auf die Menge aller
(0,2)-Graphen verallgemeinern? lassen. In der Tat gilt die Aussage von Folgerung 14
fiir alle (0,2)-Graphen (Korollar 82). Satz 19 lisst sich hingegen nicht auf beliebige
(0,2)-Graphen verallgemeinern (siehe Beispiel 49).

Eine weitere Frage, die im Folgenden noch beantwortet werden soll, ist die Frage,

wie viele planare (0, A)-Graphen es iiberhaupt gibt.

Satz 21: Sei py := max{|V(G)|: G planarer (0, \)-Graph} fir alle A > 2. Dann gilt
P2 <32, p3 <16, py <12, p5 <10 und py =2 fiir A > 6.

Beweis: Wir nutzen aus, dass die Valenz eines regulédren planaren Graphen kleiner
als 6 sein muss. Die Schranken fiir die Knotenzahl aus Satz 10 sind offenbar monoton
in der Valenz des Graphen. Fiir A = 2,3,4,5 setzen wir daher d := 5 in die obere

Schranke ein und erhalten die Behauptung.

Den Fall A > 6 betrachten wir gesondert. Sei G ein (0, A\)-Graph mit mindestens 3
Knoten. Da GG zusammenhéngend ist, gibt es paarweise verschiedene Knoten u, v, w,
sodass w ein gemeinsamer Nachbar der Knoten uw und v ist. Demzufolge miissen
u und v noch genau A — 1 weitere gemeinsame Nachbarn besitzen und es folgt
dg(u),dg(v) > A > 6. Der Graph G ist daher nicht planar und es folgt py < 2.
Da der Graph K, fiir jede Zahl X\ > 2 ein (0, \)-Graph ist, gilt Gleichheit. [ |

Die Schranken aus Satz 21 sind eventuell nicht scharf. Sie sind aber ausreichend fiir

unsere Zwecke, denn sie zeigen, dass die Menge der planaren (0, \)-Graphen endlich

2 Verallgemeinern® ist nicht ganz richtig, da sich beide Aussagen auf (0, \)-Graphen beziehen.
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3 Planare (0, \)-Graphen

ist. Damit bilden diese Graphen nur einen sehr kleinen Teil aller (0, A)-Graphen,

denn allein die Menge der Wiirfelgraphen ist unendlich grof3.

Beispiele fiir planare (0, 2)-Graphen sind die 2-farbbaren Wiirfelgraphen @2 und Q3
sowie der 4-farbbare Tetraedergraph und der 4-farbbare Ikosaedergraph.

DEAV
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4 Konstruktion von (0, 2)-Graphen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Moglichkeiten, (0,2)-Graphen zu kon-
struieren. Es scheint schwierig zu sein, eine allgemeine Konstruktionsvorschrift zu
finden. Daher beschrénken wir uns auf unére und bindre Operationen auf (0,2)-
Graphen, die uns (eventuell) neue (0,2)-Graphen liefern. Wo es ohne grofien zusétz-

lichen Aufwand moglich ist, verallgemeinern wir die Aussagen auf (0, \)-Graphen.

Die hier vorgestellten Konstruktionen wurden im Zusammenhang mit (0, 2)-Graphen
bereits von Brouwer und Ostergard erwihnt ([Bro06], [BO09]), manche etwas allge-
meiner, manche etwas spezieller. In dieser Arbeit wollen wir die Ideen jedoch nicht
nur vorstellen und ihre Korrektheit beweisen, sondern auch ihre Entstehung moti-
vieren und diskutieren, inwieweit sie sich fiir die Konstruktion eines Gegenbeispiels

fiir Payans Vermutung eignen konnen.

4.1 Das bipartite Doppelte eines Graphen

Die erste Operation, die wir hier vorstellen, ist eine unire Operation auf (0, \)-
Graphen. Obwohl aufgrund von [Bro06] bereits klar ist, dass mit dieser Konstruktion
Payans Vermutung nicht widerlegt werden kann, konnen wir sie nutzen, um die obere
Schranke aus Satz 10 fiir (0, A)-Graphen mit chromatischer Zahl grofer oder gleich

3 zu verbessern.

Zwei verschiedene Knoten eines (0, A)-Graphen besitzen 0 oder A gemeinsame Nach-
barn. Da nur die Anzahl ihrer gemeinsamen Nachbarn und nicht ihre gemeinsamen
Nachbarn selbst von Interesse sind, konnen wir diese durch andere Knoten ersetzen,
die mit den beiden betrachteten Knoten iiber eine Kante verbunden sind. Erstellen
wir fiir jeden Knoten v eine Kopie v’ und verbinden nun nicht mehr zwei Original-

knoten v und v, sondern den Originalknoten u mit der Kopie v und den Original-
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

knoten v mit der Kopie v/, dann besitzen verschiedene Knoten des so entstandenen
Graphen bereits die ,,richtige” Anzahl gemeinsamer Nachbarn, wie wir in Lemma 23

zeigen werden. Zunéchst fithren wir diese Konstruktion jedoch formal ein.

Definition 22 (Bipartites Doppeltes): Sei G ein Graph mit V(G) = {vy,...,v,}.
Dann heifst der Graph 2G, definiert durch V(2G) = {vy,...,v,} u{v},... v} und
E(2G) = {{v;,vj}: {vi,v;} € E(G)} das bipartite Doppelte von G.

Innerhalb der Mengen {vy,...,v,} und {v],...,v,} von 2G verlaufen per Konstruk-
tion keine Kanten. Das bipartite Doppelte eines Graphen ist daher stets 2-farbbar.
Wie gewollt besitzen die Knoten v; und v; statt eines (in G) gemeinsamen Nachbarn

vy, in 2G nun v, als gemeinsamen Nachbarn.

Dariiber hinaus konnen wir die Knoten wvy,...,v, auch als Kopien der Knoten
vy, ..., vy, auffassen: Ist {v;,v}} eine Kante von 2G, dann auch {vj,v;}. Das kénnen
wir in Beweisen ausnutzen, um die Anzahl zu betrachtender Félle zu reduzieren. So

auch im Beweis des folgenden Lemmas.

Lemma 23: Seien G ein (0, \)-Graph und u # v zwei Knoten von 2G. Dann besitzen

u und v entweder 0 oder A gemeinsame Nachbarn.

Beweis: Sei V(2G) = {v1,...,v,} w{v],...,v,} wie in Definition 22. Ohne Ein-
schrankung besitzen u und v mindestens einen gemeinsamen Nachbarn und es gelte
u = v; flir einen geeigneten Index i. Da 2G 2-farbbar ist, folgt v = v; fiir einen geeig-
neten Index j # i. Gemeinsame Nachbarn von w und v liegen daher in {v],... v}
und es folgt: v} ist ein gemeinsamer Nachbar von u und v genau dann, wenn vy
ein gemeinsamer Nachbar von v; und v; ist. Da die Knoten v; und v; in G genau A

gemeinsame Nachbarn besitzen, folgt die Behauptung. [ ]

Folgende Abbildung zeigt das bipartite Doppelte des Wiirfelgraphen () und das
bipartite Doppelte des vollstéandigen Graphen K, der als Wiirfelgraph ()3 aufgefasst
werden kann. Die gestrichelten Kanten dienen der Anschaulichkeit und verdeutlichen

die Kanten in den Kopien der urspriinglichen Graphen.
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4.1 Das bipartite Doppelte eines Graphen

Der linke Graph zeigt, dass das bipartite Doppelte im Allgemeinen nicht zusam-
menhéngend ist. Wir miissen aber sicherstellen, dass das bipartite Doppelte zusam-

menhéngend ist, um wieder einen (0, \)-Graphen zu erhalten.

Proposition 24: Seien G ein zusammenhdngender, nicht 2-farbbarer Graph und
u,v zwet Knoten von G. Dann gibt es von u nach v sowohl einen Weg ungerader

Linge als auch einen Weq gerader Linge in G.

Beweis: Da G nicht 2-farbbar ist, gibt es in G einen Kreis (wy, ..., w;, w;) ungerader
Lénge [. Seien (ug, . . .,u;, ) mit ug =u und u;, = w; ein Weg von u nach w; in G und

(vo, ..., u,) mit vy = w; und vy, = v ein Weg von w; nach v in G.

Dann sind (ug, ..., u;,v1,...,0,) und (ug, ..., Uy, wi,...,w,v1,...,0,) Wege der
Lange [y + Iy beziehungsweise [; + [ + [ von u nach v in G. Da [ ungerade ist, folgt

die Behauptung. [ ]

Satz 25: Das bipartite Doppelte 2G eines zusammenhdngenden Graphen G ist genau

dann zusammenhdngend, wenn G nicht 2-fdarbbar ist.

Beweis: Sei G 2-fiarbbar und y eine 2-Farbung von G mit den Farben 1 und 2. Wir
gehen indirekt vor und nehmen an, dass 2G zusammenhéngend ist. Dann setzen wir
Vi={v x(v) = 1} w{vl: x(v;) = 2} und V3 := V(2G) \ V5. Da 2G nach obiger
Annahme zusammenhéngend ist, existieren Knoten u € V; und v € Vo mit {u,v} €
E(2G). Aufgrund der Gestalt von 2G gibt es Indizes ¢ # j mit {v;,v;} € E(G) und
(u,v) = (v;,v}) oder (u,v) = (v],v;) und es folgt x(v;) = x(v;). Wegen {v;,v;} € E(G)
ist das ein Widerspruch, da y eine 2-Féarbung von G ist.

Sei GG nicht 2-farbbar und seien v # v zwei Knoten von 2G. Ohne Einschrinkung

gelte u = v; fiir einen geeigneten Index 7. Wir betrachten zunédchst den Fall v = v;
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

fiir einen Index j. Nach Proposition 24 gibt es einen Weg gerader Lange von v; nach
v; in G und deshalb auch einen Weg von w nach v in 2G. Sei also v = v} fiir einen
Index j. Ebenfalls wegen Proposition 24 gibt es einen Weg ungerader Lange von v;
nach v; und daher einen Weg von « nach v in 2G. Der Graph 2G' ist demzufolge

zusammenhéangend. ]

Korollar 26: Sei G ein (0, \)-Graph. Dann ist sein bipartites Doppeltes 2G genau
dann ein (0, \)-Graph, wenn x(G) >3 gilt.

Mit Hilfe von Korollar 26 konnen wir die obere Schranke aus Satz 10 etwas verbes-

sern. Fiir (0,2)-Graphen wurde dies bereits in [Bro06] festgestellt.

Folgerung 27: Sei s):N — R so gewdihlt, dass |V (G)| < sx(d(G)) fiir alle (0, \)-
Graphen G gilt." Dann gilt fiir alle (0, \)-Graphen G mit x(G) > 3 die Abschdtzung

V(G| < %(G))

Beweis: Sei G ein (0, \)-Graph mit x(G) > 3. Dann ist sein bipartites Doppeltes
ein (0,A)-Graph und es folgt [V(G)| = 1|V (2G)| < $5,(d(2G)) = 15,(d(G)). =

4.2 Das Kartesische Produkt zweier Graphen

Wir werden in diesem Abschnitt eine Méglichkeit kennenlernen, Graphen zu ,,mul-
tiplizieren“, und feststellen, dass die Menge der (0,2)-Graphen abgeschlossen unter

dieser Operation ist.

Zunéchst beginnen wir mit der Feststellung, dass man Wiirfelgraphen rekursiv defi-
nieren kann. Verbindet man zwei Kopien @/, und Q" des Wiirfelgraphen @,, (definiert
auf den Knoten vy, . .., v}, beziehungsweise v{,. .., vY,) mit Kanten der Form {v, v/

fiir alle Indizes ¢ = 1,...,2", so ist der so entstandene Graph der Wiirfelgraph @Q,,;1.

Wihlt man als Ausgangsgraphen anstatt der zwei Kopien des @),, zwei Kopien eines
beliebigen (0,2)-Graphen G und verbindet diese auf gleiche Weise miteinander, so
ist das Resultat G’ ebenfalls wieder ein (0, 2)-Graph. Wir wollen diese Konstruktion

noch weiter verallgemeinern.

'Fiir eine mogliche Wahl von sy siehe Satz 10.
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4.2 Das Kartesische Produkt zweier Graphen

Betrachten wir G’ etwas genauer, erkennen wir, dass G’ nicht nur aus zwei Ko-
pien von G besteht, sondern auch aus |[V(G)| Kopien des Wiirfelgraphen (. Der
Graph G beschreibt dabei, wie diese Kopien des (); miteinander verbunden sind.
Wiéhlen wir anstatt () einen beliebigen Graphen, so erhalten wir das sogenannte
Kartesische Produkt.

Definition 28 (Kartesisches Produkt): Seien Gi und Go beliebige Graphen.
Dann heif$t der Graph Gy x Ga, definiert durch V(G1 x G3) := V(G1) x V(G2) und

E(G1 x Go) ={{(u1,u2), (v1,v2)} : uy = v1 und {ug,v9} € E(Gs)}
U{{(u1,us), (v1,v2)}: uy =ve und {us,v1} € E(Gy)},

das Kartesische Produkt von G und G.

Das Kartesische Produkt zweier Graphen ist eine Verallgemeinerung eines Gitters.
Jede Kante in einem Graphen G x G4 ist entweder eine Kante in einer Kopie von

(&1 oder eine Kante in einer Kopie von G5.

Folgende Darstellung zeigt das Kartesische Produkt Cy x K, der beiden (0,2)-
Graphen (4, einem Kreis der Linge 4, und dem vollstdndigen Graphen K, dem
Tetraedergraphen.

Wir werden zeigen, dass das Kartesische Produkt zweier beliebiger (0,2)-Graphen
wieder ein (0,2)-Graph ist. Dazu untersuchen wir zunéchst den Zusammenhang

solcher Produkte.

Proposition 29: Das Kartesische Produkt zweier zusammenhdngender Graphen ist

zusammenhdngend.
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Beweis: Seien GG; und G; zwei zusammenhéngende Graphen und (uy,us) # (v1,v2)
zwei beliebige Knoten in G; x G5. Da (G; zusammenhéngend ist, gibt es einen
Weg (xg,21,...,2;,) in Gy mit 9 = u; und 2z, = v;. Da G5 zusammenhéngend
ist, gibt es einen Weg (yo,%1,...,¥y,) in Gy mit yo = us und y;, = ve. Daher ist
((wo,ua), ...y (T, u2), (1, y1),s - -, (21, u1,)) ein Weg in Gy x Go von (uq, uz) nach

(v1,v2) und der Graph Gy x GGy ist zusammenhéngend. [

Wie bereits angedeutet, eignet sich das Kartesische Produkt, um neue (0, 2)-Graphen

zu kostruieren.

Satz 30: Das Kartesische Produkt zweier (0,2)-Graphen ist ein (0,2)-Graph.

Beweis: Seien G; und Go zwei (0,2)-Graphen. Wegen Proposition 29 ist G x Gs
zusammenhéngend. Seien (uy,us) # (vy,vs) zwei beliebige Knoten von Gy x Go mit

mindestens einem gemeinsamen Nachbarn.

Zunéchst untersuchen wir, wie die gemeinsame Nachbarschaft beider Knoten aus-
sieht, wenn u; = v; oder us = vy gilt. Ohne Einschrankung sei u; = v; =: w*. Da G5
ein (0,2)-Graph ist, besitzen (uy,us) und (vy,vs) genau zwei Nachbarn der Gestalt
(w*,u) mit u € V(Gs). Da alle weiteren gemeinsamen Nachbarn von (uy,us) und
(v1,v2) nicht von dieser Gestalt sind, miissen sie sowohl von der Form (w,us) als
auch von der Form (w, vs) sein, wobei w # w* gilt. Wegen us # v9 gibt es daher keine

weiteren Nachbarn.

Seien nun wu; # v; und us # vo. Zwei benachbarte Knoten stimmen immer in ge-
nau einer Komponente iiberein. Als gemeinsame Nachbarn von (uq,us) und (v, vs)
kommen daher nur (uy,vs) und (vy,us) in Frage. Ohne Einschrinkung sei (ug,vs)
ein gemeinsamer Nachbar von (uy,us) und (vy,vy). Es folgt {uy,v1} € E(G;) und
{ug,v9} € E(G5). Daher ist auch (v1,us) ein gemeinsamer Nachbar von (uy,us) und
(v1,v2). Der Graph Gy x Gy ist folglich ein (0, 2)-Graph. ]

Die Aussage von Satz 30 ldsst sich nicht auf (0, \)-Graphen verallgemeinern, da
Knoten (uy,us) und (vy,v9) mit uq # vy und ug # vy stets genau 0 oder 2 gemeinsame

Nachbarn besitzen.

Da wir nun in der Lage sind, aus (0,2)-Graphen weitere (0,2)-Graphen zu kon-
struieren, bleibt zu klaren, ob wir mit diesem Ansatz ein Gegenbeispiel fiir Payans

Vermutung finden kénnen. Die Antwort fallt leider negativ aus.
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4.2 Das Kartesische Produkt zweier Graphen

Satz 31: Seien Gy und Go zwei nichtleere Graphen und x(G1) beziehungsweise
X(Gs) ihre chromatischen Zahlen. Dann gilt x(G1 x G3) = max{x(G1), x(G2)}.

Beweis: Wir setzen M := max{x(G;), x(G2)}. Der Graph G; x G enthilt sowohl
(1 als auch Gy als Teilgraphen. Daher gilt x (G x G3) > M.

Wir betrachten eine x(G1)-Farbung x1:V(G;) — {0,...,x(G1) - 1} von G; und
eine x(G2)-Farbung x2: V(G2) — {0, ..., x(G2)-1} von G5 und definieren eine Ab-
bildung x12: V(G1 x Gy) — {0,..., M -1} durch x12(u,v) := x1(u) +x2(v) mod M.
Unser Ziel ist es zu zeigen, dass 12 eine M-Féarbung von G x G5 ist. Seien (ug, us)
und (v, vy) zwei benachbarte Knoten von Gy x Go. Ohne Einschréankung ist {uy,v;}
eine Kante in G; und es gilt uy = vo. Wegen x1(u1) # x1(v1) und |x1(uq) = x1(v1)| <
X(G1) < M gilt x12(ug, uz) # x12(v1,v2). Somit folgt x (G x Gg) = M. [ ]

Satz 31 besagt, dass es unendlich viele 3-chromatische (0,2)-Graphen gibt, sofern
es mindestens einen gibt. Das Kartesische Produkt hilft uns allerdings nicht dabei,

ein erstes Gegenbeispiel zu Payans Vermutung zu finden.

Zum Schluss dieses Abschnittes befassen wir uns ein weiteres Mal mit der Abschétzung
der Knotenzahl eines (0, 2)-Graphen in Abhéngigkeit seines Grades (vgl. Korollar 11).
Wir kénnen zeigen, dass das Verhéltnis von |V (G)| und der oberen Schranke 24
fiir geeignete (0,2)-Graphen G beliebig klein werden kann. Andererseits ist auch die

untere Schranke 1 + (d(2G )) in vielen Féllen sehr pessimistisch.

Satz 32: Sei k > 2 eine natirliche Zahl, zu der mindestens ein (0,2)-Graph mit
X(G) =k emistiert. Dann gilt

VG , e
mf{ 53@) G (0,2)-Graph mit x(G) = k} =0.

Andererseits gibt es eine reelle Zahl ¢ > 1 und unendlich viele (0,2)-Graphen G mit
X(G) =k und |V (G)| > cUE).

Beweis: Zunichst stellen wir fest, dass es einen Graphen G mit x(G) = k und
[V(G)| < 241 gibt. Fiir k = 2 wihlen wir dazu den vollstéindigen Graphen G = Ky,
fiir k > 3 folgt dies aus Korollar 11 und Folgerung 27. Induktiv definieren wir eine
Folge (G, )nen von Graphen durch Gy := G und G,, := G,,_1 xG fiir n > 2. Nach Satz 31
gilt x(G,) = k fir alle n € N. Dariiber hinaus gilt [V (G,)| = |V(G.-1)| - |[V(G)]| =
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

V(G)|* und d(G,,) = d(Gp-1) +d(G) =n-d(G), also

n-(d(G)-1)
V(G| 2 1 ono

2d(Gn) s ond(G)  9n

Setzen wir ¢ := |V(G)|ﬁ > 1, dann folgt |V (G,,)| = |[V(G)|* = ¢¥UE) = ¢dCn), m

4.3 Faktorgraphen

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erlautert, muss ein Graph im Wesentlichen nur eine
lokale Eigenschaft erfiillen, um ein (0, \)-Graph zu sein. Ist Gy ein (0, \)-Graph
und G5 ein zusammenhéngender Graph, den man lokal? nicht von G unterscheiden
kann, dann ist G5 auch ein (0, A\)-Graph.

Ein Konzept, um aus einem gegebenen Graphen G einen solchen Graphen G5 zu
konstruieren, basiert auf sogenannten Automorphismen, die wir im Folgenden néher

studieren werden.

4.3.1 Faktorgraphen von (0, \)-Graphen

In diesem Abschnitt werden wir Automorphismen und ihre Anwendung auf die Kon-
struktion sogenannter Faktorgraphen kennenlernen. Des Weiteren untersuchen wir,

wie die chromatische Zahl der konstruierten Graphen aussieht.

Definition 33 (Faktorgraph): Seien G ein Graph und ®:V(G) — V(G) eine
Bijektion. Fiir einen Knoten ve V(G) bezeichne [v]g = {®"(v): n € N} die Aquiva-
lenzklasse von v beziiglich ®. Ist die Menge [v]e fiir jeden Knoten v e V(G) eine sta-
bile Menge, dann heifst der Graph G|, definiert durch V(Gle) = {[v]e: v e V(G)}
und E(Gls) = {{[u]e, [v]e}: {u,v} € E(G)}, Faktorgraph von G beziiglich ®.

Ist klar, welche Abbildung ® gemeint ist, dann schreiben wir auch kurz [v] statt [v]e.
Da der Graph G|e nur dann definiert ist, wenn die Mengen [v] stabil sind, enthélt
dieser keine Kanten der Gestalt {[u],[u]}. Klar ist auBerdem, dass der Graph G|s

zusammenhéngend ist, wenn der Graph G zusammenhéngend ist.

2Was ,lokal“ bedeutet, werden wir noch niher spezifizieren.
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4.3 Faktorgraphen

Im Folgenden definieren wir eine spezielle Bijektion, mit deren Hilfe wir im weiteren
Verlauf dieses Kapitels aus einem Graphen einen neuen Graphen unter Beibehaltung

dessen lokaler Gestalt konstruieren.

Definition 34 (Automorphismus): Fine Bijektion ®:V(G) — V(G) heifst Au-

tomorphismus von G, wenn fir alle Knoten u,v gilt:
{®(u),®(v)} € E(G) <= {u,v} € E(G).

Die Menge der Automorphismen eines Graphen G, versehen mit der Komposition
(Hintereinanderausfithrung) , 0%, ist eine Gruppe, die sogenannte Automorphismen-
gruppe Aut(G).

Wir werden in Abschnitt 4.3.2 fiir bestimmte Abbildungen beweisen, dass diese

Automorphismen sind. Dazu miissen wir aber nur eine Richtung der Aquivalenz aus

Definition 34 nachweisen.

Proposition 35: Sei &:V(G) — V(G) eine Bijektion. Dann sind folgende Aussa-

gen dquivalent:
(i) Fir alle Knoten u,v gilt: {u,v} € E(G) = {®(u),®(v)} € E(G).
(it) Fiir alle Knoten u,v gilt: {®(u),®(v)} € E(G) = {u,v} € E(G).
Gilt eine der Eigenschaften (i) oder (i), dann ist ® ein Automorphismus.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Richtung von (i) nach (ii). Dazu betrachten wir die
Abbildung f: E(G) — (V(QG)), definiert durch f({u,v}) = {®(u), P(v)}. Wegen (i)
bildet f nach E(G) ab. Da ® injektiv ist, ist auch f injektiv, und wegen |E(G)| < oo
ist f auch surjektiv. Sei {®(u), ®(v)} eine Kante von G. Aufgrund der Surjektivitét
von f existieren Knoten @,0 mit {a,0} € F(G) und {®(a),®(v)} = f({u,0}) =
{®(u),®(v)}. Da ® injektiv ist, folgt {u,v} = {a,0} € E(G).

Die Richtung von (ii) nach (i) folgt, da ®! existiert und bijektiv ist, aus der Richtung

von (i) nach (ii). u

Nun iiberlegen wir uns noch, wie grof§ die Automorphismengruppe eines (0,2)-
Graphen hochstens ist. Dies leiten wir aus einem Lemma iiber die Eindeutigkeit

eines Automorphismus her.
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Lemma 36: Seien G ein (0,2)-Graph, v* ein Knoten sowie ®1 und ®5 zwei Auto-
morphismen von G mit ®1(w) = ®o(w) fir alle Knoten w aus der abgeschlossenen

Nachbarschaft von v*. Dann gilt 1 = ®s.

Beweis: Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dass ®; # ®, gilt. Sei u ein Kno-
ten mit @1 (u) # Po(u) und d := dg(u,v*) minimal. Nach Voraussetzung gilt d > 2.
Dann gibt es Knoten v und w mit {u,v},{v,w} € E(G), dg(v,v*) = d -1 und
dg(w,v*) = d - 2. Die Knoten u und w besitzen v als gemeinsamen Nachbarn und
damit genau einen weiteren Nachbarn v’. Fiir diesen gilt dg(v’,v*) = d - 1. Auf-
grund der extremalen Wahl von u gilt ®1(v) = ®o(v) =: 0, 1(v') = $o(v’) =: ¥’ und
&1 (w) = Py(w) = w. Da 1 und $y Automorphismen von G sind, sind w, ®;(u) und
®y(u) gemeinsame Nachbarn von ¢ und ¢'. Wir setzen 0* := ®1(v*) = ®5(v*). Dann
gilt dg(w,v*) =d-2<d=dg(P1(u),v*) = dg(Pa(u),v*), das heiit die Knoten w,
®;(u) und Po(u) sind paarweise verschieden. Das ist aber ein Widerspruch, da G
ein (0,2)-Graph ist. |

Da ein Automorphismus eindeutig iiber das Bild eines Knotens und sowie die Bilder
aller seiner Nachbarn beschrieben werden kann, konnen wir die Méchtigkeit der
Automorphismengruppe Aut(G) eines (0,2)-Graphen G durch seine Knotenzahl

und seinen Grad nach oben abschétzen.

Folgerung 37: Seien G ein (0,2)-Graph mit n Knoten und Valenz d sowie Aut(G)
seine Automorphismengruppe. Dann gilt |Aut(G)| < d!-n.

Beweis: Seien v* ein beliebiger Knoten und vy, ..., v, seine Nachbarn. Wir setzen
N ={(w,wy,...,wg): weV(Q),{wi,...,wa} = Nog(w)} c V!

und betrachten die Abbildung f: Aut(G) — V4*! definiert durch
f(@) = (@(v"), @(v1), .., D(va))-

Da Automorphismen bijektive Abbildungen sind und benachbarte Knoten wieder auf
benachbarte Knoten abbilden, gilt f(®) € N fiir alle ® € Aut(G). Wegen Lemma 36
ist die Abbildung f injektiv und so erhalten wir [Aut(G)| < [N]|=d!-n. u

Automorphismen sind fiir unser Ziel, aus einem Graphen (G einen Graphen G5 zu
konstruieren, der lokal aussieht wie der Ausgangsgraph G, nicht ausreichend. Wir

benotigen spezielle Automorphismen.
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4.3 Faktorgraphen

Definition 38 (k-lokaler Automorphismus): Seien G ein Graph, k eine nicht-
negative ganze Zahl. Ein Automorphismus ® von G heiffit k-lokal, wenn fir alle

Knoten u v € V(G) mit [u]e = [v]e gilt: dg(u,v) > 2k + 2.

Beobachtung 39:
1. Jeder (k + 1)-lokale Automorphismus ist auch ein k-lokaler Automorphismus.

2. Ist @ ein 0-lokaler Automorphismus, dann ist [v]e fir jeden Knoten v e V(G)
eine stabile Menge. Der Graph Gg ist daher wohldefiniert.

Folgende Eigenschaft werden wir héufig verwenden.

Proposition 40: Seien G ein Graph, u,v zwei Knoten und ® ein 0-lokaler Au-
tomorphismus von G. Dann ist {[u],[v]} genau dann eine Kante in Go, wenn es
einen Knoten w € [v] gibt, sodass {u,w} eine Kante in G ist. Insbesondere gilt
dey, ([v]) < da(v).

Beweis: Gibt es einen Knoten w € [v] mit {u,w} € E(G), dann gilt {[u],[v]} =
{[u], [w]} € E(Gg). Ist umgekehrt {[u], [v]} eine Kante in G, dann gibt es Knoten
@ € [u] und v € [v] mit {@,0} € E(G). Sei n eine natiirliche Zahl mit u = ®"(a). Wir
setzen w = ®"(0) € [0] = [v]. Da ® ein Automorphismus und {@, 0} eine Kante von
G ist, gilt {u,w} = {®"(a),d"(v)} € E(G).

Seien [wy], ..., [w;] die Nachbarn von [v] in G|g. Dann besitzt v Nachbarn wy, .. ., W,

mit w; € [w;]. Diese sind paarweise verschieden und es folgt dg(v) > 1. u

Faktorgraphen, die mit Hilfe von k-lokalen Automorphismen konstruiert werden,
kann man lokal nicht von dem urspriinglichen Graphen unterscheiden. Je gréfler der
Parameter k ist, desto groler ist die Umgebung um einen Knoten, in der man beide

Graphen mit Sicherheit nicht unterscheiden kann.

Satz 41: Seien G ein Graph und ® ein k-lokaler Automorphismus. Dann gilt fir

alle Knoten v von G':

Glo[{[u]: dgjs ([u], [v]) < k}] 2 G[{u: da(u,v) < k}].

Beweis: Wir setzen U := {u: dg(u,v) <k} und W := {u: dg(u,v) = k+1} und zeigen,
dass fiir jeden Knoten u € U und jeden Knoten @ € UuW gilt: [@] = [u] = @ = u. Sei
e UuW mit [a] = [u]. Dann gilt de(u,u) < de(u,v) +dg(v,a) <k+(k+1) < 2k+2.
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Da @ ein k-lokaler Automorphismus ist, folgt @ = u. Insbesondere sind die Knoten

[u] mit u e U paarweise verschieden.

Die Graphen Glo[{[u]:u € U}] und G[U] sind isomorph: Ist {u,w} eine Kante
von G[U], dann ist {[u],[w]} eine Kante von G|e[{[u]:u € U}]. Sei {[u],[w]}
eine Kante von G|s[{[u]: u € U}]. Dann gibt es nach Proposition 40 einen Knoten
w € [w] mit {u,w} € E(G), das heifit w liegt in U v W. Wegen [@] = [w] und obiger
Feststellung folgt w = w. G[U] enthélt daher die Kante {u,w} = {u,w}.

Insbesondere gilt {[u]:u € U} = {[u]: dg(u,v) < k} ¢ {[u]: dg, ([u],[v]) < k}. Es
bleibt Gleichheit zu zeigen. Dazu fithren wir die Gegenannahme zum Widerspruch.
Sei w* € V(G) mit [w*] ¢ {[u]:u € U} und d = dg, ([w*],[v]) minimal, also
insbesondere 1 < d < k. Dann gibt es ein w mit dg, ([w],[v]) =d-1 < k-1
und {[w],[w*]} € E(G|e). Aufgrund der Minimalitdt von w* gilt [w] € {[u]: u €
U}. Ohne Einschrinkung sei w € U. Seien uyq,...,u; die Nachbarn von w in G.
Diese liegen alle in U. Wegen obiger Isomorphie sind [u],...,[w] € {[u]: u € U}
(paarweise verschiedene) Nachbarn von [w] in Glg. Wegen [w*] ¢ {[u]:u e U} ist
[w*] ein weiterer Nachbar von [w] in G|e und es folgt dg, ([w]) > de(w) + 1, was

ein Widerspruch zu Proposition 40 ist. [

Satz 41 erlaubt es uns, aus (0, A)-Graphen weitere (0, \)-Graphen zu konstruieren,
sofern wir einen nichttrivialen® k-lokalen Automorphismus fiir einen hinreichend

groflen Parameter k gegeben haben.

Folgerung 42: Seien G ein (0, \)-Graph und ® ein 2-lokaler Automorphismus von
G. Dann ist G|e ebenfalls ein (0, \)-Graph.

Beweis: Seien u,v € V(G) mit [u] # [v] mit mindestens einen gemeinsamen Nach-
barn. Dann gilt dg, ([u],[v]) < 2. Da die Graphen Gls[{[w]: dg, ([[w],[v]) < 2}]
und G[{w: dg(w,v) < 2}] nach Satz 41 isomorph sind, gibt es einen Knoten w ¢
V(G) mit [Ne(w) n Ng(v)| = |[Ngy, ([u]) n Neg, ([v])] = 1. Da G ein (0, A)-Graph ist,
folgt |Ng, ([u]) N Ney, ([v])] = A wie gewiinscht. m

Fiir (0,2)-Graphen ist Folgerung 42 ein Spezialfall von [Bro06], Abschnitt 5, wenn

man als zugrunde liegende Automorphismengruppe die Menge {®": n € N} wéhlt.

3Wir bezeichnen die identische Abbildung als trivialen Automorphismus.

30



4.3 Faktorgraphen

Dort wird auch festgehalten, dass die Forderung nach der 2-Lokalitdt von &, die
wir bislang fiir die Erhaltung der lokalen Struktur benétigt haben, noch etwas ab-

geschwicht werden kann. Dies soll jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Wir kénnen aus einem k-lokalen Automorphismus ® mit Hilfe eines beliebigen Au-

tomorphismus ¥ einen neuen k-lokalen Automorphismus © konstruieren.

Satz 43: Seien G ein Graph und ® und ¥ zwei Automorphismen von G. Dann ist
die Komposition © :== U~1o ® oW genau dann ein k-lokaler Automorphismus, wenn

® ein k-lokaler Automorphismus ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass O ein k-lokaler Automorphismus ist, wenn ® ein
k-lokaler Automorphismus ist. Offenbar sind die Inverse eines Automorphismus und
die Komposition mehrerer Automorphismen wieder Automorphismen. Wir brauchen
nur zu zeigen, dass © k-lokal ist. Seien u # v zwei Knoten mit [u]e = [v]e. Dann
existiert eine Zahl n e Nmit v = ©"(u) = (¥~1o®"oW)(u). Da ¥ ein Automorphismus
ist, gilt dg(u,v) = dg(¥(u),V(v)) = dg(u',v") mit v’ := ¥(u) und v’ := VU(v) =
O (u'), also [u']e = [v']e. Wegen u # v und der Injektivitét von W gilt v’ # v’. Da &
k-lokal ist, folgt dg(u,v) = dg(u',v") > 2k + 2. Daher ist © auch k-lokal.

Sei nun O ein k-lokaler Automorphismus. Dann ist ® = (1) 0 © o ¥~! aufgrund

der ersten Richtung ebenfalls ein k-lokaler Automorphismus. [ ]

Wieder stellt sich die Frage, ob wir aus einem (0, A)-Graphen einen 3-chromatischen

Faktorgraphen konstruieren kénnen. Folgender Satz wird Aufschluss dariiber geben.

Satz 44: Seien G ein Graph, ® ein 1-lokaler Automorphismus von G und k eine

nattrliche Zahl. Dann sind dquivalent:
(i) Glo ist k-farbbar.
(1i) G besitzt eine k-Farbung x mit x = x o ®.

(iii) G besitzt eine k-Firbung, die alle Knoten einer Aquivalenzklasse mit der glei-
chen Farbe firbt.

Beweis: Sei x4 eine k-Farbung von G|e. Wir definieren eine Abbildung x durch
x(v) = xo([v]) fir alle v € V(G). Wir zeigen, dass x eine k-Farbung von G mit
X = x o ® ist. Sei {u,v} eine Kante von G. Dann ist {[u],[v]} eine Kante von G|g
und es folgt x(u) = xa([u]) # xo([v]) = x(v). AuBerdem gilt x(v) = xa([v]) =
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Xa([2(v)]) = x(®(v)), also x = x o ®.
Seien x eine k-Farbung von G mit y = x o ® und w,v € V(G) mit [u] = [v]. Dann
gibt es eine natiirliche Zahl n mit u = ®?(v) und es folgt y(u) = x(®"(v)) = x(v).

Alle Aquivalenzklassen sind daher einfarbig.

Sei x eine k-Fiarbung von G, die alle Knoten einer Aquivalenzklasse mit der gleichen
Farbe farbt. Wir definieren eine Abbildung ye durch x4 ([v]) := x(v) fiir alle Knoten
v € V(G). Nach Voraussetzung ist diese wohldefiniert. Es bleibt zu zeigen, dass x¢
eine k-Farbung von Glg ist. Sei {[u],[v]} eine Kante von G|e. Dann gibt es nach
Proposition 40 einen Knoten w € V(G) mit {u,w} € E(G) und [w] = [v] und es
folgt xa([u]) = x(u) # x(w) = xe([w]) = xe([v]). u

Um mit dem Konzept des Faktorgraphen ein (erstes) Gegenbeispiel zu Payans Ver-
mutung zu konstruieren, miissen wir 2-lokale Automorphismen von 2-chromatischen
(0,2)-Graphen untersuchen. Gliicklicherweise kennen wir bereits unendlich viele 2-
chromatische (0,2)-Graphen - Wiirfelgraphen. Daher werden wir in Abschnitt 4.3.2

deren Automorphismen studieren.

Der Fall, dass der Faktorgraph wieder 2-chromatisch ist, interessiert uns nicht.

Gliicklicherweise konnen wir diesen gut beschreiben.

Folgerung 45: Seien G ein Graph und ® ein 1-lokaler Automorphismus von G.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Glo ist 2-farbbar.

(i) G ist 2-farbbar und es existiert ein v € V(G), sodass dg(v, ®(v)) gerade ist.
(iii) G ist 2-farbbar und fir alle v e V(G) ist dg(v, ®(v)) gerade.

Beweis: Sei Glg 2-farbbar. Nach Satz 44 besitzt G eine 2-Farbung mit y = x o ®.
Sei v ein ausgezeichneter Knoten von G. Da G zusammenhéngend ist, ist x bis auf
Umbenennung der Farben eindeutig bestimmt: Alle Knoten, die geraden Abstand
von v in G haben, werden durch y mit einer Farbe ¢, gefarbt, die restlichen Knoten

mit einer Farbe co. Wegen x(v) = x(®(v)) ist dg(v, ®(v)) gerade.

Seien G 2-firbbar, v ein Knoten mit dg (v, (v)) gerade und u ein beliebiger Knoten.
Des Weiteren seien (uq,u1, ..., u; ) ein kiirzester Weg mit uy = v und u;, = ®(u),

(vo,v1,...,v,) ein kiirzester Weg mit vy = v und vy, = ®(v) sowie (wp,ws,...,w;)
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4.3 Faktorgraphen
ein Weg mit wg = v und w; = v. Da ® ein Automorphismus von G ist, ist
(wo, -y wy, V1, - U, P(wyy), .., P(wo), Uy -1, - - -, Up)

ein Kreis der Liange [y + [ + 2. Aulerdem gilt [; = dg(u, ®(u)) und ly = dg(v, ®(v)).
Da der Graph G 2-farbbar ist, enthélt er keinen ungeraden Kreis und es folgt, dass
dg(u, ®(u)) gerade ist.

Sei G 2-farbbar und fiir alle v € V(G) sei dg(v, P(v)) gerade. Wir bereits erwihnt,
besitzt G bis auf Umbenennung der Farben genau eine 2-Farbung y. Da v und
®(v) geraden Abstand besitzen, werden sie mit derselben Farbe gefirbt. Damit gilt
X = x o ® und wegen Satz 44 ist G|g 2-farbbar. [ |

Um eine bessere Vorstellung von der Gestalt von Faktorgraphen zu bekommen,

betrachten wir abschliefend noch folgende Aussage.

Satz 46: Seien G ein zusammenhdngender Graph und ® ein 1-lokaler Automorphis-
mus von G. Dann gilt |[u]| = |[v]| fir alle u,v € V(G). Insbesondere ist |V (Gls)| ein
Teiler von |V (G)].

Beweis: Seien v und v zwei Knoten von G und n := [[u]| < |[v]|. Ohne Einschrénkung
kénnen wir « und v als benachbart annehmen. Da ® ein Automorphismus und {u, v}
eine Kante in G ist, ist auch {u, ®"(v)} = {®"(u),P"(v)} eine Kante in G und es
gilt dg (v, P™(v)) <2 < 4. Weil ® ein 1-lokaler Automorphismus ist und [v] = [®"(v)]
gilt, folgt v = ®"(v) und damit n = |[u]| < |[v]| < n. m

In Beispiel 49 sind einige Faktorgraphen abgebildet, die man mit Hilfe des am Anfang
von Abschnitt 4.3.2 eingefiihrten Automorphismus erhélt.

4.3.2 Faktorgraphen von Wiirfelgraphen

In diesem Abschnitt studieren wir die Automorphismen von Wiirfelgraphen und
gehen der Frage nach, ob sich mit Hilfe von 2-lokalen Automorphismen aus Wiirfel-
graphen 3-chromatische (0,2)-Graphen konstruieren lassen. Der erste Teil dieses
Abschnittes beschéftigt sich mit einem ganz speziellen Automorphismus, wihrend
im zweiten Teil eine Charakterisierung der Menge aller k-lokalen Automorphismen

von Wiirfelgraphen gegeben wird.
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Ein leicht zu beschreibender Automorphismus des Wiirfelgraphen @,,, den wir im
Folgenden betrachten wollen, ist die Abbildung eines Knotens auf seinen ,,gegentiber-

liegenden® Knoten.

Der Symmetrie halber ersetzen wir die Oen der 0-1-Vektoren durch —1en und erhalten
anstatt der Knotenmenge V' (@Q,,) = {0,1}" die Knotenmenge V' (Q,,) = {-1,1}". Dies
ist eine reine Formalitiat. Damit konnen wir den bereits erwéihnten Automorphismus,
den wir im Folgenden mit ®,, bezeichnen wollen, sehr einfach definieren: ®,(v) := —v,

wobei —v := (=1) - v eine skalare Multiplikation im Vektorraum R™ ist.

Offenbar ist ®,, ein Automorphismus, alle Aquivalenzklassen sind zweielementig und
es gilt dg, (v, ®,,(v)) = n fiir alle Knoten v. Daher ist ®,, genau fiir n > 2k+2 k-lokal.
Der Faktorgraph Q,|s, ist ebenfalls von einfacher Gestalt. Es ist der Distanzgraph
Qn-1[1,n - 1], eine Art Wiirfelgraph, aber zusétzlich mit Diagonalen.

Satz 47: Sein > 2. Dann gilt Qule, 2 Qn-1[1,n-1].

Beweis: Der Wiirfelgraph @), ist zusammengesetzt aus zwei Kopien )’ und Q" des
(Qn-1, die entsprechend verbunden sind. Sei V(Q') = {v1,...,v},} mit m :=2""1. Da
®,, Knoten von @’ auf Knoten von Q" abbildet, sind [v]],...,[v},] paarweise ver-
schieden. Wegen |V (Qyle, )| =m gilt V(Qule,) = {[v1],...,[v},]}. Dadie v} wie Q.-
verbunden sind, gilt dies auch fiir die [v/] und wir erhalten @,,-1 € Qy|s,. Kanten
innerhalb von Q" liefern in @Q,|¢, keine neuen Kanten. Hinzu kommen Kanten der
Form {[v'],[v"]} fiir alle Kanten {v’,v"} zwischen @' und @Q”. Jeder Knoten v’ hat
genau einen Nachbarn v” in @)”. Das ist seine entsprechende Kopie in Q). Es gilt
®,(v'") = v', wobei ¥ der in )" gegeniiberliegende Knoten von v’ ist. Die zusétz-
lichen Kanten sind also genau die Kanten der Form {[v'],[v"]} = {[v'],[?']}. Dies

sind gerade die Diagonalen in (' [ ]

Wir kénnen nun zeigen, dass solche Faktorgraphen Q,|e, keine Gegenbeispiele fiir

Payans Vermutung sind.
Folgerung 48: Seien n > 2 eine natirliche Zahl und x(Quls,) die chromatische
Zahl von Qyle, . Dann gilt

2 : n gerade,

4 : n ungerade.

X(Qn|®n) = {
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4.3 Faktorgraphen

Beweis: Da nach Satz 47 @,

n =3 klar: x(Q1[1,1]) = x(Q1) = 2 und x(Q2[1,2]) = x(K4) = 4. Fir n > 4 ist
®,, 1-lokal und wir kénnen Folgerung 45 anwenden. Daher gilt x(Q,|s,) = 2 genau

o, 2 Qn1[1,n - 1] gilt, ist die Aussage fiir n = 2 und

dann, wenn n gerade ist.

Fiir ungerade Zahlen n gilt daher 3 < x(Qyle,) < 4. (Die obere Schranke kann man
sich leicht tiberlegen.) Sokolova zeigte x(Qnle,) =4 ([Sok87]). u

Wie Payan bemerkte ([Pay92]), ist ein anderer Grund, warum x(Q,l|s, ) # 3 gilt, die
Tatsache, dass @,,_1[1,n — 1] ein wiirfeldhnlicher Graph ist.

Da 2-Lokalitédt eines Automorphismus nur hinreichend dafiir ist, dass der zugehori-
ge Faktorgraph eines (0,2)-Graphen ein (0,2)-Graph ist, betrachten wir noch die
Faktorgraphen der Wiirfelgraphen @, fiir n € {2,...,5}. Aufgrund von Folgerung 48
brauchen wir uns aber keine Hoffnung machen, dass einer dieser Faktorgraphen ein

Gegenbeispiel zu Payans Vermutung ist.

In folgendem Beispiel sehen wir auch, dass sich die Aussage von Satz 19 nicht auf

beliebige (0,2)-Graphen verallgemeinern lésst.

Beispiel 49:
Die folgende Abbildung zeigt die Graphen Qs|e,, Qs|e;, Q4le, und Qs|e. .
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Q2]e, und Qs|e, sind (0,2)-Graphen. Q4s, ist kein (0,2)-Graph: Zum
Beispiel besitzen die Knoten [(0,0,0,1)] und [(0,0,1,0)] 3 gemeinsame
Nachbarn: Die Knoten [(0,0,0,0)] und [(0,0,1,1)] und zusétzlich den
Knoten [(1,0,0,1)] =[(0,1,1,0)].
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Der Faktorgraph Qs|e, ist wieder ein (0,2)-Graph. Er enthélt kein Drei-
eck, aber zum Beispiel bilden die Knoten [(0,0,0,0,0)], [(0,0,0,0,1)],
[(0,0,0,1,1)], [(1,0,0,1,1)] = [(0,1,1,0,0)] und [(0,0,1,0,0)] einen
Kreis der Lénge 5.

Die Anwendung des Automorphismus ®,, liefert kein Gegenbeispiel fiir Payans Ver-

mutung. Daher untersuchen wir weitere Automorphismen auf Wiirfelgraphen.

Wir kénnen ®,, als Punktspiegelung von V' (Q,,) am Koordinatenursprung auffassen.
Es liegt daher nahe, andere lineare Abbildungen zu betrachten. Setzt man eine solche
in Form einer Matrix an, stellt man fest, dass diese genau dann ein Automorphismus
ist, wenn ihre Eintrédge nur Oen, len und —1len sind und jede Zeile und jede Spalte

genau einen Nichtnulleintrag besitzt.

Im Rest dieses Abschnittes zeigen wir nicht nur, dass jede solche lineare Abbildung
ein Automorphismus ist, sondern auch, dass jeder Automorphismus eine solche li-

neare Abbildung ist.

Definition 50 (Verallgemeinerte Permutationsmatrix, VPM): Eine Matriz
M e {-1,0,1}", die in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einen Nichtnulleintrag

besitzt, heifit Verallgemeinerte Permutationsmatrix, kurz VPM.

Um den Beweis des folgenden Satzes nicht allzu sehr in die Lange zu ziehen, halten
wir an dieser Stelle noch eine Voriiberlegung fest. Fiir einen Vektor w = (w1, ..., w,)
definieren wir |w| := (Jwy],...,|w,|). Des Weiteren sei e; der i-te Koordinateneinheits-
vektor. Dann sind zwei Knoten u,v € V(Q,) = {-1,1}" genau dann benachbart in

Q., wenn |u —v| = 2e¢; fiir einen geeigneten Index i € {1,...,n} gilt.

Nun kénnen wir die Automorphismen von Wiirfelgraphen beschreiben.

Satz 51: Fiir eine Abbildung ®:V (Q,) — R sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) ® ist ein Automorphismus.
(ii) ® ist eine VPM.

Beweis: Seien ® eine VPM und u,v € V(Q,,) = {-1,1}" zwei benachbarte Vektoren,
das heiit |u —v| = 2e; fiir ein geeignetes i € {1,...,n}. Ohne Einschrinkung gelte
u—v = 2¢;. Offenbar sind ®(u) und ®(v) wieder Knoten von @),,. Da ® linear ist, gilt
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4.3 Faktorgraphen

|®(u) - P(v)| = |[P(u-v)| =20 (e;)| = 2¢; fiir ein geeignetes j € {1,...,n}. Daher sind
®(u) und ®(v) in @, ebenfalls benachbart. Nach Proposition 35 ist damit gezeigt,

dass ® ein Automorphismus ist.

Nach Folgerung 37 besitzt @), maximal n!-2" Automorphismen. Auf der anderen
Seite gibt es genau n!- 2" verallgemeinerte Permutationsmatrizen. Diese sind alle

Automorphismen. Daher ist jeder Automorphismus eine VPM. ]

Wie wir gesehen haben, ist es nicht schwer, die Automorphismen von Wiirfelgraphen
zu beschreiben. Der aufwéndigste Teil dieses Abschnittes wird sein, zu beschreiben,
wann ein Automorphismus eines Wiirfelgraphen k-lokal ist. Dabei schliefen wir in

unseren Betrachtungen den trivialen Automorphismus idy (g, ) aus.
Da alle Automorphismen linear sind, schreiben wir ab jetzt L anstatt ®.

Verallgemeinerte Permutationsmatrizen vertauschen die Eintrage der Vektoren (Kno-
ten) von @, zyklisch, eventuell kombiniert mit Vorzeichenwechseln. Daher ist klar,

dass sich L durch eine Ahnlichkeitstransformation mit einer geeigneten Permutati-

onsmatrix P auf eine Blockdiagonalmatrix D der Form D = diag(Dy, ..., D,,) mit
[ 0+l ]
D; =[+1] oder D; = C (4.1)
RS |
| 1 0

transformieren lisst: L = P-1DP = PTDP. Die Blocke D; nennen wir die Zyklen von
L beziehungsweise D. Matrizen, die von der Gestalt (4.1) sind, bezeichnen wir als
einfache VPM. Die Linge eines Zyklus ist die Anzahl seiner Zeilen beziehungsweise

seiner Spalten.

Aufgrund der folgenden Beobachtung kénnen wir in vielen Féllen ohne Einschréankung

L = D annehmen.

Beobachtung 52: Seien P eine Permutationsmatriz, Ly eine VPM, Ly = PTL P
und k € Ng :=Nu{0}. Dann gilt:
1. Ly = PTLYP und det Lk = det L%
2. min dy(v,Lf¥v)= min dg(v, LEv
veV (Qn) u(v, Liv) veV (Qn) n(v, Lv)

3. Ly ist k-lokaler Automorphismus <= Lo ist k-lokaler Automorphismus
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Zur Erinnerung: Der Hamming-Abstand dy zweier bindrer Vektoren ist die Anzahl

an Stellen, in denen sie sich unterscheiden.

Beweis: Induktiv gilt L5 = L51Ly = PTLK1PPTL, P = PTLFP wegen P! = PT.
Damit folgt det L5 = det PT det LY det P = det LY. Aufgrund der Bijektivitdt von
P:V(Q,) — V(Q,) und wegen dy(Pu, Pv) = dy(u,v) gilt

min dy(v,L¥v) = min dy(Pv,L¥Pv) = min dy(P?Pv, P'LFPy
0 (v, Liv) = min di(Pv, LiPo) = min | du 1Pv)

in d Lkv).
UEIJl(lCI?ln) (v, Lsv)

Punkt 3 folgt aus Satz 43 und der Tatsache, dass P insbesondere eine VPM und

damit ein Automorphismus von @), ist. ]

Um die k-lokalen Automorphismen von Wiirfelgraphen zu charakterisieren, werden
wir notwendige Bedingungen herleiten und am Ende beweisen, dass diese zusammen

auch hinreichend sind.

Nach Satz 46 ist eine notwendige Bedingung fiir einen 1-lokalen Automorphismus
die Fizpunktfreiheit in V(Q,): Es gibt keinen Knoten v mit Lv := L(v) = v. Das ist

das erste Kriterium, auf das wir uns konzentrieren werden.

Proposition 53: Sei L € {-1,0,1}™" eine VPM mit einem Zyklus. Dann gilt

min dy(v, Lv) =

0 : detL=1,
veV (Qn)

1 : detL=-1.
Insbesondere besitzt L genau dann einen Fizpunkt, wenn det L =1 gilt.

Beweis: Ohne Einschrankung sei L = D eine einfache VPM. Fiir n = 1 ist die
Aussage korrekt. Seien also n > 2 und ¢y, ...,q, die Nichtnulleintrage der Zeilen
1,...,nvon D. Wir betrachten den Knoten v* € V(Q,,) mit den Eintréigen v} := ﬁ q.
Fiir die k-te Komponente von Dv*, k=1,...,n—1, ergibt sich o
(Dv )k =ar-vi =ae- [ a=]Ta=v5
I=k+1 I=k

Fiir den n-ten Eintrag von Dv* gilt
(Dv*)n = qn - vy ZQn'HQZ =qn-det D =v, -det D.
=1

Gilt det D =1, so erhalten wir dg(v*, Dv*) = 0 und sind fertig.
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4.3 Faktorgraphen

Sei also det D = —1. Dann gilt dg(v*, Dv*) = 1, also 7Jer‘}qin dg (v, Dv) < 1. Wir
zeigen noch, dass D keinen Fixpunkt in R* \ {0} 2 V(Q,,) bnesitzt, was dquivalent
dazu ist, dass die Matrix D — I, invertierbar ist. Seien Aq,...,\, die Koeffizienten
einer Linearkombination der Zeilen von D — [,,, die den Nullvektor ergibt. Dann ist

(A1, .., Ay) eine Losung des folgenden Gleichungssystems (mit \g := A\, und qo := g,,):

_)\k+q16—1')\k—1:07 kzl,...,n.

Dies liefert A1 = ¢, - A\p = Gn Gt " A1 = ... = ﬁ Gk - A1 = —A1, also Ay = 0. Einsetzen
k=1
dieser Losung in das Gleichungssystem liefert sukzessive Ay = ... = A\, = 0. Es folgt
min dy (v, Dv) > 1, also Gleichheit. m
veV (Qn)

Folgerung 54: Seien L € {-1,0,1}™" eine VPM und n~ die Anzahl der Zyklen von

L mit negativer Determinante. Dann gilt Hl(lCI?l )dH(v, Lv) =n~. Insbesondere besitzt
veV(Qn

L genau dann einen Fizpunkt, wenn n~ =0 gilt.

Beweis: Ohne Einschrinkung sei L = D. Wegen

m

min dgy(v,Dv) = min  dy(vg, Dyv
veV (Qn) H( ) ];UkEV(an) H( g g k)
und Proposition 53 folgt die Behauptung. [ ]

Im Folgenden untersuchen wir Potenzen von verallgemeinerten Permutationsmatri-
zen. Wir werden auf eine Art Addition modulo n zuriickgreifen, die jedoch kein
Ergebnis in {0,...,n -1}, sondern in {1,...,n} zuriickliefert. Fiir eine gegebene
natiirliche Zahl n und ganze Zahlen a und b definieren wir a @ b := ¢, wobei ¢ die

eindeutig bestimmte Zahl aus {1,...,n} mit a+b=c mod n ist.

Proposition 55: Seien D € {-1,0,1}™" mit n > 2 eine einfache VPM, q1,...,q; die
Nichtnulleintrage der Zeilen 1,...,n von D, s, t€{1,...,n} zwei Indizes und k eine
natirliche Zahl. Dann gilt

s+k-1
(Dk)&t = 5t,seak : H qle0

l=s

fiir den Eintrag in Zeile s und Spalte t von D*. Dabei ist 6, ; mit §;; =1 firi=j

und 6; j = 0 sonst das sogenannte Kronecker-Symbol.
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Beweis: Wir zeigen die Aussage induktiv. Der Induktionsanfang k = 1 ist korrekt.
Es gilt Dg; = 61 501 qs. Fiir £ > 2 gilt

s+k—-2

(Dk)sﬂf = Z(Dk_l)s,'r ' Dr,t = Z 5r,s@(k—l) : H qle0 ° 615,7"@1 “qr.
r=1 r=1

l=s
Die Summanden sind 0, es sei denn es gilt r = s@(k-1) und ¢t = ré1, also r = s@(k-1)
und t = s @ k. Wir erhalten

s+k—2 s+k-1
!
(D")st =0t e+ [] oo dsok-1) = Otsok - || @so- u
l=s l=s

Folgerung 56: Seien L € {-1,0,1}»" eine VPM mit genau einem Zyklus und k
eine natirliche Zahl. Dann enthilt LF genau ggT(n, k) Zyklen. Diese besitzen alle

k
Linge und ihre Determinante ist (det L)z=Tmm

T( k)’
Beweis: Ohne Einschrinkung sei L = D. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Seien
alson > 2 und q,...,q, die Nichtnulleintrige der Zeilen 1,...,n von D. Sei weiter
se{l,...,ggT(n,k)} beliebig. Nach Proposition 55 bilden die Zeilen s @ k, s & k,
s @ 2k, ... einen Zyklus. Dieser besitzt Linge min{l > 1:s = s@ -k} = m.
Offenbar liegen die Zeilen s; # so € {1,...,g¢T(n,k)} nicht in einem Zyklus. Wegen
n= m -ggT(n, k) gibt es keine weiteren Zyklen als diese. Das Produkt iiber die

Elemente des zu Zeile s gehorenden Zyklus ist nach Proposition 55 gleich

2 "L (sork)+h-1 2T L (s@r-ggT(nk))+k-1
[1 [1 awo= TI [ Gis0
r=0 l=s@r-k r=0 l=s@r-ggT(n,k)

n ggT(n,k) k
T4 TR _ (H ql) = (det D) &T(m n
i=1

Folgerung 56 besagt unter anderem, dass die 2n-te Potenz jeder einfachen verallge-
meinerten Permutationsmatrix D die Einheitsmatrix I, ist. Dies gilt wegen L?" =
PTD?>pP = PT[,P=PTP = I, allgemein fiir jede VPM L. Daher konnen wir den so-

genannten Logarithmus von L zur Basis I,, definieren: log; L :=min{k>1: L*F=1,}.

Wir sind nun in der Lage, die GroBe der kleinsten Aquivalenzklasse beziiglich eines

Automorphismus L mit genau einem Zyklus zu bestimmen.

Lemma 57: Seien L e {-1,0,1}™™ eine VPM mit genau einem Zyklus und o* die
Vielfachheit von 2 in n, also a* := max{a > 0: 2% teilt n}. Dann gilt
1 : detL =1,

m:= min ||v]|z|=
Ll {za*ﬂ : detL=-1,

veV(Qn)
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4.3 Faktorgraphen

Beweis: Es gilt |[v]z| = min{k € N: L*v = v}. Wegen Proposition 53 gilt m = 1
fir det L = 1. Sei also det L = —1. Es gilt min{k € N: m ist gerade} = 207+1,
Nach Folgerung 56 ist dies die kleinste Zahl k, fiir die L¥ nur Zyklen mit positiver
Determinante enthilt, was nach Folgerung 54 Aquivalent dazu ist, dass LF einen

Fixpunkt v besitzt, also |[v].] = k gilt. u

Lemma 58: Sei L € {-1,0,1}" eine VPM mit genau einem Zyklus. Dann gilt

n : detL=1,

m = kgV({|[v]L]: v e V(Qn)}) =log; L= { 2n : detL=-1.

Beweis: Sei k eine natiirliche Zahl. Dann ist & genau dann ein Vielfaches aller
Méchtigkeiten [[v]L], v € V(Q,), wenn LFv = v fiir alle Knoten v gilt. Wegen
span(V(Q,,)) = R” ist das dquivalent zu LF = I,,, das heiit L* besteht aus n Zy-
klen und alle besitzen Determinante 1. Wegen Folgerung 56 ist das dquivalent zu
ggT(n,k) =n sowie (det L)m =1, das heifit & ist ein Vielfaches von n, und im
Fall det L = ~1 muss = gt
Minimum von k& mit je einer dieser Eigenschaften, so folgt die Behauptung. [ ]

zusétzlich noch gerade sein. Bestimmt man das

Bisher haben wir die Fixpunktfreiheit als notwendige Bedingung fiir 1-lokale Auto-

morphismen verwendet. Wir erweitern diese Bedingung nun auf Potenzen von L.

Proposition 59: Sei L € {-1,0,1}™" ein 1-lokaler Automorphismus von Q,,. Dann
besitzt L* fiir keinen Index k € {1,...,log; L -1} einen Fizpunkt in V(Q,).

Beweis: Der Knoten v ist genau dann ein Fixpunkt von L*, wenn |[v];| ein Teiler
von k ist. Wegen Satz 46 ist LF entweder fixpunktfrei oder besitzt alle Knoten v als
Fixpunkt. Der zweite Fall ist wegen span(V (Q,)) = R® dquivalent zu L* =1,,. =

Folgerung 60: Seien L € {-1,0,1}™" ein 1-lokaler Automorphismus von @, so-
wie [T und |- die Ldnge eines grofiten Zyklus von L mat positiver beziehungsweise
negativer Determinante. Dann sind alle Zykluslingen Zweierpotenzen und es gilt

k*:=log; L =max{l* 2l }.

Beweis: Ohne Einschrankung sei L = D = diag(Dy, ..., D,,). Per Definition von k*
gilt D¥" = diag(DY",...,DE") = I,,. Wegen Proposition 59 gilt |[v]p| = k* fiir alle
Knoten v von @, und wegen Satz 46 ist k* ein Teiler von |V (Q,)| = 2".
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Sei i € {1,...,m} ein beliebiger Index. Wegen D¥" = I, und Lemma 58 ist k* ein

Vielfaches von n;. Daher ist n; auch eine Zweierpotenz. Damit folgt

k*=kgV({log; D;:i=1,...,m})

=kgV({n;: det D; =1} u{2n;: det D; = -1}) (Lemma 58)
=max({n;: det D; =1} w {2n;: det D; = -1}) (n; Zweierpotenz)
=max{l",2]"}. u

Wir konnen nun zeigen, dass ein nichttrivialer 1-lokaler Automorphismus eines

Wiirfelgraphen einen ,,groflen” Zyklus mit negativer Determinante besitzt.

Lemma 61: Seien L ein nichttrivialer 1-lokaler Automorphismus von Q,, | die
Linge eines griofsten Zyklus von L und = die Linge eines grofiten Zyklus von L mit

negativer Determinante. Dann gilt | € {I=,2("}.

Beweis: Ohne Einschrankung sei L = D = diag(Dy,...,D,,). Da D nichttrivial
ist, besitzt D keinen Fixpunkt in V(Q,). Wegen Folgerung 54 ist det D; = —1 fiir

mindestens einen Index i € {1,...,m}. Die Zahl [~ ist damit wohldefiniert.

Wir fithren die Annahme, dass die Aussage nicht korrekt ist, zum Widerspruch. Da
die Zyklenldngen nach Folgerung 60 Zweierpotenzen sind, gilt dann [~ < % Sei i €
{1,...,m} ein beliebiger Index. Gilt det D; = 1, dann besitzt D; nach Proposition 53
einen Fixpunkt vf € V(Q,,). Dieser ist auch Fixpunkt von D? . Gilt det D; = -1,
dann besitzt D?" wegen Lemma 57 einen Fixpunkt vf € V(Q,,). Dieser ist wegen
n; < 1~ auch ein Fixpunkt von D . Damit ist der Knoten v* := (vj,...,v},) ein

Fixpunkt von D?". Wegen Folgerung 60 gilt
log; D =max{l*, 20"} =max{l,20"} =1>2[",
was Proposition 59 widerspricht. [

Da wir uns fiir 2-lokale Automorphismen interessieren, kénnen wir uns auf folgende

Matrizen beschranken.

Definition 62 (2-VPM): Seien L eine VPM mit mindestens einem Zyklus mit
negativer Determinante, | die Linge eines grifsten Zyklus von L und [~ die Ldnge
eines grofiten Zyklus von L mit negativer Determinante. Sind die Zyklenlingen von L

Zweierpotenzen und gilt | € {1,217}, so bezeichnen wir L kurz als 2-VPM.
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4.3 Faktorgraphen

Fiir solche Matrizen definieren wir die sogenannte Charakteristik. Wie wir zeigen
werden, ist diese ausschlaggebend dafiir, ob eine 2-VPM ein k-lokaler Automorphis-

mus ist oder nicht.

Definition 63 (Charakteristik): Seien L eine 2-VPM und 2%+ < ... < 2% die
Langen der Zyklen von L mit negativer Determinante. Dann ist die Charakteristik
von L definiert als (L) = min }26“ N, mit Ny :=|{ie{l,....s}:a;>a}|

Lemma 64: Seien L eine 2-VPM und 2% < ... < 2% die Ldngen der Zyklen von
L mit negativer Determinante. Dann gilt 6(L) < s. Gilt N, < 2N4y1 fiir alle « €
{0,...,a5 =1}, dann gilt sogar Gleichheit.

Beweis: Es gilt 6(L) < 2°- Ny = s. Gilt N, < 2N, fiir alle a € {0,..., a5 -1}, so
folgt 2¢- N, < 291 . N,,1. Das Minimum wird dann in o = 0 angenommen und es

folgt die Behauptung. [ ]

Folgendes Lemma zeigt, warum die Charakteristik beschreibt, wann eine 2-VPM ein

k-lokaler Automorphismus ist.

Lemma 65: Seien L e {-1,0,1}™" eine 2-VPM und 2°1 < ... < 2% die Lingen der
Zyklen D; von L mit negativer Determinante. Setzen wir [~ := 2%, so gilt
i in dy(v,LFv)=48(L).
BB i du(v, L) =8(1)
Beweis: Ohne Einschrankung sei L = D = diag(D;, ..., D,,). Nach Folgerung 54
ist gl(lél )dH(v,Dkv) fiir jede Zahl k gleich der Anzahl der Zyklen von D* mit
negative; Determinante. Diese kéonnen nur durch die Zyklen D; erzeugt werden.
Sei k € {1,...,2]~ — 1} eine beliebige Zahl. Nach Folgerung 56 besitzt D¥ genau
ggT (2%, k) Zyklen mit Determinante gleich (det Di)ggT(;’iM. Diese ist genau dann

negativ, wenn ungerade ist. Somit folgt

__k
ggT(2% k)

min min  dg(v,D*v) =  min Z geT(2% k).
VeV(Qn) ke{1,.20-1) T S
k
TR ungerade

Sei ke {1,...,2l~ — 1} beliebig. Wir konnen k eindeutig darstellen als k = 2% -m mit
a€{0,...,as} und m ungerade. Nun gilt ggT(2%, k) = ggT(2%,2). AuBerdem ist

7 genau dann ungerade, wenn ungerade ist. Daher geniigt es, das

__k _2*
ggT (2% ggT(2%1,2%)
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Minimum nur iiber alle k € {20,21,...,2%} zu bestimmen und wir erhalten
min mi dy(v,D*v) = min > ggT(2%,2%)
veV (Qn) ke{1,...,217-1} ae{0,...,05} iefl, sk
7ggT(223i,20) ungerade
=  min > 2%=4(D). n
ae{0,...,as} ie{l,...,s}:

Nun kénnen wir die k-lokalen Automorphismen von Wiirfelgraphen fiir £ > 1 cha-

rakterisieren.

Satz 66: Seien L:V(Q,) — V(Q.) eine Abbildung und k eine natirliche Zahl.

Dann sind dquivalent:

(i) L ist ein nichttrivialer k-lokaler Automorphismus von Q.

(ii) L ist eine 2-VPM mit 6(L) > 2k + 2.

Beweis: Wir betrachten die Richtung von (i) nach (ii). Nach Satz 51 ist L eine
VPM. Seien [ die Lange eines grofiten Zyklus von L sowie [* und [~ die Léngen
eines grofiten Zyklus von L mit positiver beziehungsweise negativer Determinante.
Wegen Folgerung 60 sind alle Zyklenldngen Zweierpotenzen und wegen Lemma 61
gilt [ € {I=,207} und insbesondere [* < 2[~. Sei v ein beliebiger Knoten von @,,. Nach
Proposition 59 gilt |[v].| =1og; L =: k*. Wegen Folgerung 60 gilt k* = max{l*,2l"} =
2[~. Da L k-lokal ist, folgt mit Lemma 65 die Ungleichung

(L) = min min  dy(v, L*v) = min  min  dy(v,w) > 2k + 2.

veV (Qn) ke{1,...,21 -1} veV(Qn)we[v]Lr\l{v}
Wir zeigen noch die Richtung von (ii) nach (i). Nach Satz 51 ist L ein Automor-
phismus von @,. Es bleibt zu zeigen, dass L k-lokal ist. Ohne Einschrankung sei
L = D = diag(Ds,...,D,,) und Dy,..., D seien die Zyklen von L mit negativer
Determinante und den Léngen 221 < ... < 2%. Des Weiteren seien [ die Lénge eines
grofiten Zyklus von L, [ die Lénge eines grofiten Zyklus von L mit negativer De-
terminante, v ein beliebiger Knoten von @, und k := |[v]| die kleinste natiirliche
Zahl, fiir die v = (vq,...,v,,) ein Fixpunkt von DF ist. Dann ist v, ein Fixpunkt von
D,. Mit Lemma 57 folgt k > 22+ = 2]~. Da die Zyklenldngen von L Zweierpotenzen
sind und [ € {I~,2("} gilt, folgt D?" = I, mit Lemma 58 und damit k& = 2/~. Sei

w € [v]p ~ {v} ein beliebiger Knoten. Dann gilt wegen Lemma 65

dy(v,w)> min  dy(v,D*v) >38(D)=6(L) > 2k +2. m
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4.4 Kantenadditionen in (0,2)-Graphen

Wir wollen wissen, ob man mit Hilfe von 2-lokalen Automorphismen aus einem
Wiirfelgraphen einen 3-chromatischen Faktorgraphen konstruieren kann. Bei der
Untersuchung solcher Automorphismen kann man diejenigen vernachléssigen, die

2-chromatische Faktorgraphen erzeugen.
Satz 67: Sei L € {-1,0,1}" eine 2-VPM mit 6(L) > 4. Dann sind dquivalent:

(i) Qulr ist 2-farbbar.

(11) L besteht aus einer geraden Anzahl an Zyklen mit negativer Determinante.

Beweis: Wir setzen v := (1,...,1) € V(Q,). Die Anzahl von -1len in Lv ist gleich
der Anzahl von —len in L. Zyklen von L mit positiver Determinante enthalten eine
gerade Anzahl an —1len, Zyklen mit negativer Determinante eine ungerade Anzahl.
Der Abstand dg, (v, Lv) ist daher genau dann gerade, wenn L eine gerade Anzahl
an Zyklen mit negativer Determinante enthilt. Die Aquivalenz (i) <= (ii) folgt mit

Folgerung 45, Richtung (i) = (iii) beziehungsweise Richtung (ii) = (i). |

Leider konnte im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht herausgefunden werden, ob es
Faktorgraphen von Wiirfelgraphen gibt, die Gegenbeispiele zu Payans Vermutung
sind. Daher wurde nach weiteren Ideen gesucht, aus (0,2)-Graphen weitere (0,2)-

Graphen zu konstruieren.

4.4 Kantenadditionen in (0,2)-Graphen

In Abschnitt 4.2 haben wir uns mit dem Kartesischen Produkt von Graphen beschéf-
tigt. Sind zum Beispiel G; und G5 Kopien eines (0, 2)-Graphen G und verbindet man
jeden Knoten von G mit seiner entsprechenden Kopie in Gj, so ist das Ergebnis
wieder ein (0,2)-Graph. Automorphismen, die wir in Abschnitt 4.3 studiert haben,

ordnen einem Knoten seine ,, Kopie“ innerhalb desselben Graphen zu.

Das Verbinden von Knoten mit der ihnen durch einen Automorphismus zugeordne-

ten ,,Kopie* ist eine Konstruktionsvorschrift, iiber die es sich nachzudenken lohnt.

Im Folgenden untersuchen wir, welche Eigenschaften eines Automorphismus hinrei-
chend dafiir sind, dass das Resultat einer solchen Konstruktion ein (0,2)-Graph ist,

sofern der Ausgangsgraph ein (0,2)-Graph war.
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Definition 68: Seien G ein Graph und ®:V(G) — V(G) eine Bijektion ohne
Fizpunkt, das heifst ®(v) # v fir alle Knoten v. Dann ist der Graph G + ® definiert
durch V(G +®):=V(G) und E(G+®) = FEu{{v,®(v)}:veV(G)}.

Der folgende Satz zeigt, dass spezielle 1-lokale Automorphismen die gewiinschte
Eigenschaft besitzen. Wir werden dabei ausnutzen, dass aus {u,v} € F(G + ®) und
{u,v} ¢ E(G) stets u = ®(v) oder u = d~1(v), also insbesondere [u] = [v] folgt.

Satz 69: Seien G ein (0,2)-Graph und ® ein 1-lokaler Automorphismus von G mit
[v]e| = 2 fiir alle Knoten v oder |[v]e| =4 fir alle Knoten v. Dann ist G+ ® auch
ein (0,2)-Graph.

Beweis: Wir definieren einen Graphen Gy durch V(Gy) := V(G) und E(Gy) :=
{{v,®(v)}: v eV (Gy)} und stellen fest, dass G aufgrund der Eigenschaften von ®
entweder aus disjunkten Kopien des Wiirfelgraphen ()1 oder aus disjunkten Kopien
von Cy, einem Kreis der Lange 4, besteht. In G besitzen zwei verschiedene Knoten

daher genau 0 oder 2 gemeinsame Nachbarn. Fiir den Maximalgrad von G gilt
A(Gy) <2 und wegen der 1-Lokalitat von ® gilt E(Gy) n E(G) = @.

Seien u und v zwei verschiedene Knoten von G + ® mit mindestens einem gemein-
samen Nachbarn. Wir unterscheiden zwei Félle. Zunéchst betrachten wir den Fall,
dass u und v bereits in G zwei gemeinsame Nachbarn besitzen. Wir fithren die
Annahme, dass durch die Kantenadditionen ein weiterer gemeinsamer Nachbar w
hinzukommt, zu einem Widerspruch. In diesem Fall ist w ohne Einschrénkung kein
Nachbar von u in G und es folgt [u] = [w]. Ist w ein Nachbar von v in G, so folgt
dg(u,w) < dg(u,v) +dg(v,w) < 3 < 4, was der 1-Lokalitét von ® widerspricht. Ist
w kein Nachbar von v in G, so folgt [w] = [v], was wegen dg(u,v) < 2 < 4 und
[u] = [w] = [v] ebenfalls ein Widerspruch ist.

Wir betrachten noch den Fall, dass v und v keine gemeinsamen Nachbarn in G
besitzen. Besitzen v und v in G + ® nur gemeinsame Nachbarn, die in G weder
Nachbarn von u noch von v sind, dann sind das gerade die Nachbarn von « und v in
G4. Davon gibt es genau 2. Sei also w ein gemeinsamer Nachbar von v und v in G+®,
der ohne Einschrinkung ein Nachbar von u in G ist. Weiterhin gilt v = ®i(w) fiir
einen Index i € {-1,1}. Da ®' ein Automorphismus ist, ist w’ := ®¥(u) ein Nachbar

von v in G und damit ein gemeinsamer Nachbar von v und v in G+ ® = G + ®%.
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4.4 Kantenadditionen in (0,2)-Graphen

Wegen [u] = [w'], dg(u,w) = 1 < 4 und da ®¢ 1-lokal ist, folgt [u] # [w] und
damit w’ # w. Es bleibt zu zeigen, dass v und v neben w und w’ keine weiteren
gemeinsamen Nachbarn in G + ® besitzen. Dazu fithren wir die Gegenannahme zu

einem Widerspruch.

Sei w ein weiterer gemeinsamer Nachbar von v und v in G+ ®. Ist w in G weder
Nachbar von u noch von v, dann ist w gemeinsamer Nachbar von u und v in Gg.
Daher existiert ein weiterer gemeinsamer Nachbar @’ in Gy. Dieser ist ebenfalls
weder w noch w’. Daher besitzt v in G4 die Knoten w, w und w’ als Nachbarn, was

wegen A(Gg) <2 ein Widerspruch ist.

Sei also w ohne Einschrinkung ein Nachbar von u in GG. Da w kein Nachbar von v sein
kann, gilt dann [@] = [v] = [w], was wegen dg(w,w) < dg(w,u) + dg(u,w) <2 <4

ein Widerspruch zur 1-Lokalitdt von & ist.

Daher besitzen v und v in G+ ® nur w und w’ als gemeinsame Nachbarn. ]

Beispiel 70:
Seien I der Tkosaedergraph, K5 der vollstdndige Graph mit 2 Knoten,
G :=1x Ky und ®:V(G) — V(G) die eindeutig bestimmte Abbildung
mit dg(v, ®(v)) =4 fir alle Knoten v von G. Folgende Abbildung zeigt
den Graphen G + .

\ AN
\ X

\

/1

“RRf——C
A
S
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen

Die blauen Kanten sind die Kanten, die durch die Kantenaddition zu G

hinzugefiigt werden.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass ® ein 1-lokaler Automor-
phismus mit |[v]e| = 2 fir alle Knoten v von G ist. Wegen Satz 30 ist G
ein (0,2)-Graph, und nach Satz 69 ist auch G + ® ein (0,2)-Graph.

Die Aussage von Satz 69 iiber 1-lokale Automorphismen ® mit |[v]e| = 2 fiir alle v
wurde bereits in [BO09], Abschnitt 5.1 festgehalten. Die durchgefiihrte Recherche
lasst vermuten, dass die Aussage von Satz 69 fiir 1-lokale Automorphismen ® mit

[[v]e| =4 fiir alle v noch nicht bekannt ist.

Offenbar gilt x(G + ®) > x(G). Um ein erstes Gegenbeispiel zu Payans Vermu-
tung mit solchen Kantenadditionen zu konstruieren, miissen wir daher von einem
2-chromatischen (0,2)-Graphen ausgehen. Dies ist in zweierlei Hinsicht positiv. Zum
einen sind Wiirfelgraphen 2-chromatische (0,2)-Graphen. Zum anderen haben wir

die Automorphismen von Wiirfelgraphen bereits in Abschnitt 4.3.2 intensiv studiert.

Auf der Suche nach einem 3-chromatischen (0,2)-Graphen wollen wir den Fall, dass

G+® 2-chromatisch ist, gleich ausschliefen. Folgender Satz hilft uns, ihn zu erkennen.

Satz 71: Seien G ein Graph und ® ein 1-lokaler Automorphismus von G. Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:
(i) G+ ® ist 2-farbbar.
(ii) G ist 2-farbbar und es existiert ein v € V(G), sodass dg(v, ®(v)) ungerade ist.

(iii) G ist 2-farbbar und fir alle v e V(G) ist dg(v, ®(v)) ungerade.

Beweis: Seien G + ® 2-farbbar und v ein ausgezeichneter Knoten von G. Dann gibt
es bis auf Umbenennung der Farben genau eine 2-Farbung x von G + ®. Diese ist
auch eine 2-Farbung von G und ordnet genau den Knoten dieselbe Farbe wie v
zu, die einen geraden Abstand von v besitzen. Wegen {v,®(v)} in E(G + ®) folgt
x(v) # x(®(v)). Daher ist dg(v, ®(v)) ungerade.

Die Aquivalenz (ii) <= (iii) folgt mit Folgerung 45.

Sei G 2-farbbar und fiir alle v € V(G) sei dg(v, ®(v)) ungerade. Dann besitzt G eine
bis auf Umbenennung der Farben eindeutige 2-Farbung y, die wegen dg(v, ®(v))

ungerade einem Knoten v und seinem Bild ®(v) unterschiedliche Farben zuweist.
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4.4 Kantenadditionen in (0,2)-Graphen

Da die Kanten von G + ® Kanten von G oder Kanten der Form {v,®(v)} sind, ist
x auch eine 2-Farbung von G + . [ ]

Satz 72: Sei L € {-1,0,1}" eine 2-VPM mit 6(L) > 4. Dann sind dquivalent:
(i) Qn+ L ist 2-firbbar.

(11) L besteht aus einer ungeraden Anzahl an Zyklen mit negativer Determinante.

Beweis: Wir setzen v := (1,...,1) € V(Q,). Die Anzahl von —1len in Lv ist gleich
der Anzahl von —1len in L. Zyklen von L mit positiver Determinante enthalten eine
gerade Anzahl an —1len, Zyklen mit negativer Determinante eine ungerade Anzahl.
Der Abstand dg, (v,Lv) ist daher genau dann ungerade, wenn L eine ungerade
Anzahl an Zyklen mit negativer Determinante enthélt. Die Aquivalenz (i) <= (ii)

folgt mit Satz 71, Richtung (i) == (iii) beziehungsweise Richtung (ii) = (i). m

Im Folgenden stellen wir eine obere Schranke fiir die chromatische Zahl von G + ®
vor, die von der chromatischen Zahl von G' und der Paritét der Zyklenldnge von ®

abhéngig ist.

Satz 73: Seien G ein Graph mit einem ausgezeichneten Knoten v*, ® ein 1-lokaler
Automorphismus von G und m := |[v*]e|. Dann gilt x(G+®) < x(G)-x(C,,). Dabei
ist Cp, fiir m > 3 ein Kreis der Linge m und fiir m =2 gleich der Wiirfelgraph Q).

Beweis: Wegen Satz 46 gilt m = |[v]| fiir alle Knoten v. Seien V(C,,) = {1,...,m},
XV (Cn) — {1,...,x(Cp)} eine x(Cy,)-Féarbung von C,,, w:V(G) — V(G) eine
Abbildung mit [w(u)] = [u] und w(u') = w(u) fiir alle Knoten u und alle Knoten
o' mit [v'] = [u], :V(G) — {1,...,m} eine Abbildung mit ") (u) = w(u) fiir
alle Knoten u sowie x:V(G) — {1-x(Cn),2-x(Cp), ..., x(G) - x(Cy,)} eine x(G)-
Farbung von G. Wir definieren eine Abbildung

X" V(G + @) — {xX(Cpn) + 1,x(Crn) +2,...,X(Crn) + X(G) - x(Cr) }

durch x"(u) := x(u) + x’(n(u)) und zeigen, dass x" eine x(G) - x(C,,)-Féarbung von
G + ® ist. Sei {u,v} eine Kante von E(G + ®). Ist {u,v} auch eine Kante von G,
dann gilt x(u) # x(v) und damit x”(u) # x”(v). Ansonsten gilt ohne Einschrinkung
u =P (v) und es folgt n(u) = n(v)@1 mit der Operation & aus Abschnitt 4.3.2. Daher

gilt x'(n(u)) # x'(n(v)) und somit x”(u) #+ x"(v). |
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4 Konstruktion von (0,2)-Graphen
Fiir unsere speziellen Graphen ist die Abschitzung relativ gut.

Folgerung 74: Sei L € {-1,0,1}"" eine 2-VPM mit einer geraden Anzahl von
Zyklen mit negativer Determinante und 6(L) > 4. Dann gilt x(Q, + L) € {3,4}.

Beweis: Wegen Satz 72 gilt x(Q, + L) > 3, und wegen x(Q,) = 2, x(C,,) = 2 fiir
alle geraden Zahlen m sowie Satz 73 folgt x(Q, + L) < 4. |

Im Beweis von Folgerung 48 haben wir darauf verwiesen, dass die Abschétzung
X(@nla,) < 4 leicht einzusehen ist. Folgerung 74 beinhaltet diese Abschétzung als
Spezialfall.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit konnte nicht gekldrt werden, ob wir die 2-VPM L
aus Folgerung 74 so wéhlen kénnen, dass x(Q, + L) = 3 gilt. Payans Vermutung
bleibt daher weiterhin offen.
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5 Der Common Neighbour Graph

eines Graphen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem sogenannten Common Neighbour
Graph eines Graphen. In diesem sind Informationen iiber die gemeinsame Nach-
barschaft je zweier Knoten gespeichert. Insbesondere interessieren uns die Common
Neighbour Graphen von (0, \)-Graphen.

Definition 75 (Common Neighbour Graph): Sei G ein Graph. Dann heifit der
Graph G', definiert durch V(G") := V(G) und E(G") := {{u,v}: Ng(u)nNg(v) + @},
Common Neighbour Graph von G. Wir schreiben auch G' = CNG(G).

Da wir uns fiir 3-chromatische (0,2)-Graphen interessieren, suchen wir wieder nach
einer Charakterisierung von 2-farbbaren Graphen, um diese bei der Suche aus-

schlieen zu konnen.

Proposition 76: Seien G ein Graph, G' = CNG(G) sein Common Neighbour Graph,
u+ v zwei Knoten und (wy, ..., wy) ein Weg mit wy = u und we =v. Dann gibt es

einen Weg von u nach v in G'.

Beweis: Ohne Einschrankung gilt w; o # w; fur alle ¢ = 2,...,2l. (Ansonsten ent-
ferne sukzessive w;_; und w; aus der Knotenfolge fiir Indizes ¢, wo dies nicht erfiillt
ist. Wegen u # v besteht die Knotenfolge stets aus mehr als einem Knoten.) We-
gen wy;1 € Ng(wei—2) N Ng(we;) folgt {wo; o, we;} € E(G"), i =1,...,1. Damit ist

(wo, wa, ..., wy) ein Weg von u nach v in G'. u

Die 2-Farbbarkeit eines zusammenhédngenden Graphen G ldsst sich nun mit Hilfe

des Zusammenhangs seines Common Neighbour Graphen beschreiben.
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5 Der Common Neighbour Graph eines Graphen

Satz 77: Sei G ein zusammenhdingender Graph mit mindestens 2 Knoten und G' =
CNG(G) sein Common Neighbour Graph. Dann gilt:

1. Ist G 2-farbbar und (Vi,Va) eine Partition von V(G) in stabile Mengen, dann
sind G'[V1] und G'[Va] zusammenhdngend, G' selbst jedoch nicht.

2. Ist G nicht 2-fdarbbar, dann ist G' zusammenhdngend.

Beweis: Seien G 2-farbbar und yx eine 2-Féarbung von G, ohne Einschrankung mit
x(v) = i <= v € V;. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dass G’ zusam-
menhéngend ist. Dann gibt es Knoten u € V; und v € Vo mit {u,v} € E(G"). Aufgrund
der Definition des Common Neighbour Graphen existiert ein Knoten w € Ng(u) n

Ng(v). Da x eine 2-Farbung von G ist, folgt x(w) € {1,2} ~ {x(u),x(v)} = @.

Wir zeigen noch, dass die induzierten Teilgraphen C) := G'[Vi] und Cy := G'[V3]
von G’ zusammenhéingend sind. Seien u # v € V4. Da G zusammenhéngend ist,
gibt es in G einen Weg (wy, ..., wq) gerader Linge mit wy = v und wy = v. Nach
Proposition 76 gibt es daher in G’ einen Weg von u nach v. Der Zusammenhang von

Cs folgt analog.

Sei GG nicht 2-farbbar und seien v # v zwei beliebige Knoten von G. Dann gibt
es wegen Proposition 24 einen Weg gerader Linge von w nach v in G und wegen
Proposition 76 einen Weg von u nach v in G’. Der Graph G’ ist daher zusam-

menhéngend. [

In Korollar 8 haben wir gezeigt, dass (0, A)-Graphen regulir sind. Dasselbe gilt auch

fiir ihre Common Neighbour Graphen.

Satz 78: Sei G ein (0, \)-Graph mit Grad d(G) und G' := CNG(G) sein Common
Neighbour Graph. Dann ist G’ regulir und es gilt

_d(G)(d(G) - 1)
(@-1)

d(G")

Beweis: Sei v ein beliebiger Knoten von G'. Nach Lemma 5 ist G[Ng(v)] die dis-
junkte Vereinigung eines leeren Graphen Gy und eines A-reguléren Graphen Gy. Wir
setzen Vi1 :=V(Gy), Vig:=V(Gs) und Vs := {u: dg(u,v) = 2}. Die Nachbarn von v

in G’ sind gerade die Knoten aus V; o u V5.

Jeder Knoten w € V;; besitzt in G genau d(G) — 1 Nachbarn in V3, jeder Knoten
u e Vi o genau d(G) — A -1 Nachbarn in V5. Jeder Knoten w € V5 besitzt in G genau
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A gemeinsame Nachbarn mit v, also Nachbarn in V;; uV; 5. Wir zéhlen die Kanten

zwischen V; 1 uV; 5 und V5 und erhalten

(d(G) 1) -d(G) = A+ [Vio] = (d(G) = 1) - [Vig wVig| = A+ [Viy
= (d(G) = 1) - [Vial+ (d(G) =1 - A) - [V
=[E(ViauVig, Vo)l = A |Val.

Wegen A > 2 erhalten wir

d(G)-(d(G)-1)

der(v) = [Ner(0)] = [Vig 0 Vaf = [Vio| + V2| = 3

Satz 78 liefert einen alternativen Beweis fiir die bereits in Satz 10 aufgefiihrte untere

Schranke der Knotenzahl eines (0, A)-Graphen in Abhéngigkeit seiner Valenz.

Leider konnten in dieser Arbeit keine hinreichenden Bedingungen dafiir gefunden
werden, dass ein regulérer zusammenhéngender Graph ein Common Neighbour Graph
eines (0,2)-Graphen ist. Diese wiren jedoch wichtig, um die Existenz eines Gegen-

beispiels zu Payans Vermutung zu beweisen.
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6 3-Farbungen von (0, 2)-Graphen

In diesem Kapitel untersuchen wir Eigenschaften von 3-Farbungen von (0, 2)-Gra-
phen. Diese Analyse konnte uns sowohl helfen, Payans Vermutung zu beweisen,

sofern sie korrekt ist, als auch ein Gegenbeispiel zu finden, falls sie falsch ist.

Das folgende Lemma spielt eine wichtige Rolle bei der Analyse.

Lemma 79: Seien G ein (0,2)-Graph, u,v zwei benachbarte Knoten von G und x

eine 3-Firbung von G mit x(u) =1 und x(v) = 2. Dann gilt
{u" e Ng(u): x(u') =3} <|[{v" € Ng(v): x(v") =1}| - 1.

Beweis: Wir betrachten die Nachbarschaftsbijektion ® := ®,, ,, aus Definition 9. Sei
u’ ein Nachbar von u mit Farbe 3. Da ®(u’) sowohl Nachbar von u' als auch von
v ist, besitzt ®(u’) Farbe 1. Der Knoten w ist ebenfalls ein Nachbar von v mit
Farbe 1. Wegen u = ®(v) und x(v) = 2 # 3 ist dieser von anderer Gestalt als die
bisher betrachteten Nachbarn von v mit Farbe 1. Somit folgt die Behauptung. m

Eine 3-Farbung eines (0,2)-Graphen besitzt daher folgende Eigenschaft.

Satz 80: Seien G ein (0,2)-Graph, (vi,...,v,v1) ein Kreis in G sowie vy = v
und vi1 = v1. Dann gibt es fir jede 3-Firbung x einen Indexr i € {1,... 1} mit
X(vi-1) = X (vis1).

Beweis: Ist [ nicht durch 3 teilbar, ist die Aussage trivialerweise erfiillt. Wir be-
trachten daher nur durch 3 teilbare Kreisldngen [. Dazu gehen wir indirekt vor und
nehmen an, dass es eine 3-Farbung x von G gibt mit x(v;_1) # x(v;41) fiir alle Indi-
zes i € {1,...,l}. Ohne Einschrankung gilt x(v;) =4 mod 3,7 =1,...,[. Wir setzen
Vi:={ve Ng(v;): x(v) =i-1 mod 3}. Nach Lemma 79 gilt dann [V;| < |V;,4| -1 fiir
alle 7 =1,...,1, was wegen El:l|‘/;| < é|‘/;+1| -l= El:l|‘/;| - [ ein Widerspruch ist. m
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Folgerung 14 besagt unter anderem, dass planare 3-farbbare (0, 2)-Graphen dreiecks-
frei sind. Satz 80 besagt unter anderem, dass das fiir alle 3-farbbaren (0, 2)-Graphen
gilt.

Definition 81 (Rektagraph) (vgl. [Neu82|): Ein dreiecksfreier (0,2)-Graph heifst
Rektagraph.

Korollar 82: Jeder 3-firbbare (0,2)-Graph ist ein Rektagraph.

Bevor wir das letzte Resultat dieses Abschnittes festhalten, fithren wir noch den
Begriff des gerichteten Graphen ein. Dies ist ein Paar D = (V (D), A(D)) mit einer
Knotenmenge V(D) und einer Kantenmenge A(D) < {(u,v):u # v € V(D)}. Ein
Tupel (ug,...,u;,u;) von Knoten aus D mit (u;_1,u;) € A(D) und (u;,ur) € A(D)
heifit gerichteter Kreis der Lange [ + 1.

Folgerung 83: Seien G ein (0,2)-Graph mit mindestens zwei Knoten und x ei-
ne 3-Farbung von G. Dann gibt es mindestens zwei Knoten, deren Nachbarschaft

beziiglich x einfarbig ist.

Beweis: Sei y eine Farbung von G mit den Farben 1, 2 und 3. Wir richten die Kan-
ten von G auf folgende Weise, um einen gerichteten Graphen D = (V(D), A(D)) zu
erhalten: V(D) := V(G) und (u,v) € A(D) <= {u,v} € E(G) und x(v) —x(u) =1
mod 3. Da y eine 3-Farbung von G ist, wird jeder Kante {u,v} von G genau eine
Kante (u,v) oder (v,u) in D zugeordnet. Nach Satz 80 enthélt D keine gerichteten
Kreise. Das bedeutet, dass die Knoten von D so mit 1,...,n durchnummeriert wer-
den konnen, dass gilt: Ist (7,7) eine Kante von D, so folgt i < j. Benennen wir die
Knoten von G auf dieselbe Weise um, dann besitzen alle Nachbarn von Knoten 1

beziehungsweise von Knoten n dieselbe Farbe (beziiglich y). |
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7 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit war es weder moglich, Payans Vermutung zu be-

weisen noch zu widerlegen.

Neben verschiedenen Konstruktionsmoglichkeiten fiir (0, 2)-Graphen, die wir ausfiihr-

lich in Kapitel 4 studiert haben, wurden unter anderem folgende Resultate bewiesen:

1. Fiir planare Graphen ist Payans Vermutung korrekt. (Folgerung 20)

2. Gibt es einen 3-chromatischen (0,2)-Graphen, dann gibt es unendlich viele.
(Satz 30, Satz 31)

3. Jeder 3-farbbare (0,2)-Graph ist ein Rektagraph. (Korollar 82)

Offen bleibt, ob die Ansétze aus Abschnitt 4.3.2 und Abschnitt 4.4 ein Gegenbeispiel

zu Payans Vermutung liefern konnen.
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